Finden von zwei disjunkten Pfaden zwischen zwei Knoten-Paaren in einem Graph

‘ 1. Einleitung

e Notation
PZ(Sl, tl;SZ' tZ; G) und —|P2(51, tl;SZ' tZ; G)

e Versionen des Problems Pfad

Knoten-disjunkt  Kanten-disjunkt

Vv E
ger'ghtet DVP2 DEP2
Graph )
ungerichtet UVP2 UEP2

u

o Das allgemeine Problem
O Problem 1:
k + 1 paarweise disjunkte Pfade

k zwischen s; und t;
1 zwischen s, und t;
= NP-vollstandig
O Problem 2:
k paarweise disjunkte Pfade zwischen k Knoten
= NP-vollstandig, da Problem 1 > Problem 2

‘ 2. Reduktionen und Beziehung zum Zusammenhang

e Reduktionen zwischen den Versionen
0o DVP2 > DEP2
0 DEP2 > DVP2
o UVP2>DVP2
o UEP2>UVP2
= UEP2 > UVP2 > DVP2 = DEP2

e P2 und Zusammenhang

0 G 3-Kanten-zusammenhingend, ungerichtet = UEP2(sy,ty; Sy, t3; G)
Beweis: es existieren drei disjunkte Pfade P; (sq, t1), P>(s1,52), P3(sq, t3)
= P;(s1,t1) und Q(sy,ty) = P,(s1,52) * P3(sq, ty) sind disjunkte Pfade

(o] 5-Knoten-zusammenhangend # UVP2

G 4-Knoten-zusammenhangend

?
i = UVP2
6-Knoten-zusammenhangend nichtplanar

0 min K;-Knoten-zusammenhangend, sodass DVP2? (bekannt: K; = 3)

0 min K,-Kanten-zusammenhangend, sodass DEP2 ?



3. Effiziente Algorithmen

e O(|V] % |E|) Algorithmus fiir DVP2 in
0 azyklischen, gerichteten Graphen

0(lV] = |E]) Algorithmus fiir DVP2 in azyklischen gerichteten Graphen

1.  Entferne alle von t; und t, ausgehenden Kanten (kénnen nicht Teil einer Losung sein)
= t; und t, sind Senkenin G

2.  Firalle v e Vberechne l(v) := Linge eines langsten von v ausgehenden Pfades
3. Konstruiere G = (V,E) mit
V={uv)|uveVundu # v}

E={uv)>{(uw)|v-oweEundIl(v) = l(u)}
U {{(v,u) > {w,u)|v->weEundl(v) = l(u)}

4.  Suchein G nach einem Pfad P((sy,52), ..., (t1, t2))
3P > P2
AP = P2

Beweis: P2(sy,ty;S2,t2;G) < 3P((s1,S2), ..., {t1,t2))in G

,=“ per Induktion tber L(P;) + L(P,)

Dannist P; = (s1,t1) und P, = (s, t3)
1.Fall: I(s1) = I(sy):

dannist P = ({s1,53) = (ty,s,) = (t1,t2)) inG
2.Fall: [(s1) < I(sy)

dannist P = ({s1,5;) = (s1,t5) = (t1,t2)) inG

L(P;) + L(Py) >2
Sei Py = (51 = v, e, U = t)und Py = (S = Wy, v, Wy, = t3)
1.Fall: I(s1) = I(sy):
dannist (s1,s;) = (v, s,) erste Kante in P
Rest von P folgt per Induktionsannahme mit P1’ = (vy, ...,V =t;)und P,
2.Fall: I(s1) < I(sy)
dannist (sy,s,) — (s, w,) erste Kante in P
Rest von P folgt per Induktionsannahme mit P;und PZ’ = Wy, .., W, =t3)

,<"“ per Induktion Gber L(P)

L(P)=2
dannists; >ty € Eunds, -t €EE
und P2(sy, ty; So,t; G)



L(P)>2
Sei P = ((S]JSZ> = (171'W1>i "'i(kawk> = (t15t2>)r
dannsind P;(s; = vy, ..., v, = t1) und Py(s; = wy, ..., w,,, = t;) gerichtete Pfade
in G von sy nach t; und von s, nach t,.

Nach Definition von G gilt firjedes 1 < i < k
entweder v; = v, und w; # w;,q,

oder v; # v, und w; = w;q

und somit L(P;) + L(P,) = L(P)

1.Fall: (sq,sp) = (vq, sp) ist erste Kante von P
dannist [(s;) = I(sy)
per Induktionsannahme sind P1’(172, ., U = t1) und P, disjunkt
s, ist der erste Knoten von P, und somit l(wj) <I(sy)furj=2,..,k.
Mit I(s1) = I(sp) und s; # s, folgt s; € P, und somit P; und P, disjunkt.
2.Fall: (sq,s,) = (s, w,) ist erste Kante von P
i (symmetrisch zum 1. Fall)



O (|E]) Algorithmus fiir UVP2 in 3-zusammenhingenden
0 planaren Graphen

0 chordalen Graphen

O(|E]) Algorithmus fiir UVP2 in 3-zusammenhingenden, planaren Graphen

1.  Existiert eine planare Darstellung von G, sodass vier Knoten in der Reihenfolge
S1,t1, Sz, t; in einem Face F liegen, dann —P2, STOPP
(Theorem 1)

2. Finde drei disjunkte Pfade P; (s, t1) und drei disjunkte Pfade Q; (s, t;)
(Theorem 2)

3. Andere die P;, wennu,v € Q; NPyund Q;[u,v] —{w,v} NP, =@ firk =123
dann P;[u,v] = Q;[u, v]
(Lemma1l)

4.  Uberprife fiir jedes der Q; folgende Bedingungen und bestimme die v; ; und w; ;:

a QNP #Qfuri=123
(Lemma5)

b Alle Q; schneiden die P; zum ersten Mal in der gleichen Reihenfolge (Py, Py, P3)
(Lemma 4)

¢ Psistder letzte P-Pfad, der von Q; geschnitten wird
(Lemma 2)

d Firu€ P,nQ;,v€P;NQ;gilt: Q;[u,v] NP, # @
(Lemma 3)

Ist eine der Bedingungen a bis d nicht erfllt:

Konstruiere zwei disjunkte Pfade P; (sq, t;) und P,(s;, t;) gemaR Lemma 2 bis 5
STOPP

5. 1. Fall:
Existiert ein Pfad Q; [s2,t2] in G — P,:
Disjunkte Pfade sind Q und P,
STOPP

6. 2. Fall:
Sei Q(s,t2) = Q252 V2] * Po[v2,2, w2 2] * Q2 [wa 2, 1]
Finde Pfad P(sy,t) inG — Q
Disjunkte Pfade sind Q und P

Verwendete Notationen:

vj; (wj; ) ist der erste (letzte) gemeinsame Knoten von Q; und P,
Plu, v] ist der Teilpfad von P zwischen u und v
P,(u,v) * P,(v,w) = P(u,w) entsteht durch Konkatenation von P; (u, v) und P, (v, w)




Theorem 1

Sei G ein planarer Graph. Existiert eine planare Darstellung von G, sodass vier Knoten in der
Reihenfolge sy, t1, 52, t; in einem Face F liegen, dann = P2(sy, t1; Sp,t2; G).

Beweis: Angenommen P2(sy,t1; Sz, t2; G) p_‘r
r 5y)

Konstruiere einen Graphen G’ .
durch Hinzufligen eines Knotens v W27
und vier Kanten (v, s1), (v, s3), (v, t1), (v, ).
Der Graph G' ist ebenfalls planar

(v kann innerhalb von F platziert werden).

Der Teilgraph von G’ bestehend aus

zwei disjunkten Pfaden P; (s1,t1) und P, (s, t3),
sowie F, v und den vier neu hinzugefiigten
Kanten bilden den vollstandigen Graphen K5.

Dieser ist nach Kuratowskis Theorem nicht planar, ein Widerspruch.

Theorem 2
Sei G ein planarer Graph und s¢, t1, Sy, t; vier Knotenin G.

(a) Existiert keine planare Darstellung von G, sodass die Knoten sy, s, t1, t; in einem Face in
dieser Reihenfolge liegen

(b) dann existieren drei disjunkte Pfade Py, P,, P; zwischen s; und t; und drei disjunkte Pfade
Q1,Q>, Q3 zwischen s, und ¢,

Theorem 1 und 2 fiihren zu folgendem Theorem:

Theorem 3
Sei G ein 3-zusammenhangender planarer Graph.

Dann P2(sy, t1; Sy, tp; G), wenn keine planare Darstellung von G existiert, mit einem Face mit der
Reihenfolge s4, 53, t1, t5.



Beweisskizze von Theorem 2: (Beweis durch Herleiten einer Anordnung der Pfade)

Angenommen —=P2 und die Bedingungen (a) und (b) aus Theorem 2

Lemmal
Man kann annehmen, dass fir ein 1 < i < 3, (1) w,v € Q; N P, und (2) Q; [w; v] N P, = @ fur
k # igilt: Pi[u; v] = Q; [u; v].

Lemma 2
P ist der letzte P-Pfad, der die ¢; schneidet.

Lemma 3
Sei V1 (S Q1 nPl,U3 € Q1 ﬂP3, dann Ql[vl,v3] ﬂPz * Q

Lemma 4
Alle Q; schneiden die P; zum ersten Mal in der Reihenfolge Py, P, Ps.

Lemma 5
Lemma 2 und 3 gelten fur alle Q;.

Sy t,

Die Knoten s, und t, liegen entweder auBerhalb der Region R

oder auf ihrer Grenze. w

Lemma 7
Die Knoten wy ;, w, ;, w3 ; liegen in dieser Reihenfolge auf P; fir i = 2,3.

I =01 [52'171,1] * Py [171,1'51] I == P3 [51'W1,3] * Q1 [W1,3' tz]
I3 == Q3 [tz'W3,3] * P3 [W3,3' t1] Iy =P [t1'173,1] * Q3 [173,1'52]

Fi=10 L *I3 %1y,
wobei die Umrandung von F nach Bedingung (a) kein Face von G ist

Ji=1 *I, — {sq,t;} J2 =L *l3—{s;,t}
J3=1L I, — {SZ'tZ} Jy =13 %1, — {SZ: tZ}



Dies fiihrt zu einem der zwei folgenden Falle:

1. Fall: 2. Fall:
Ju € J1,v € J, und eine Pfad R (u, v). Ju € J3,v € J, und eine Pfad R (u, v).

Riu,v) Riu,wv)

Alle Knoten von R, ausgenommen u und v, liegen auRRerhalb von F.

In beiden Fillen existieren zwei disjunkte Pfade:

P(sy,t1) =P, P(sy,t1) = J3[s,ul * R(u,v) * J4[v, 4]
Q(s2,t2) = Jilsz, ul * R(w, v) * Jo[v, t;] Q(s2,t2) = Qa[s2,v2,2] * Pa[va,2, ways]
* Q3 [Wz,z' tz]

Ein Widerspruch zu = P2.



O(|E]) Algorithmus fiir UVP2 in 3-zusammenhingenden, chordalen Graphen

1.  Finde einen kiirzesten Pfad P; (s1,t1) in G — {s,, t,}

2. Finde einen Pfad P,(s,,t;) inG — Py

Theorem 1
Jedes minimale separierende Set S in einem chordalen Graphen ist eine Clique.

Theorem 2
Wenn G ein 3-zusammenhdngender chordaler Graph ist, dann UVP2(sy, ty; Sy, tp; G) fur vier

beliebige Knoten sy, t1, 5, und t;.

Beweis von Theorem 2:

Angenommen —UVP2(sy,t1; Sz, t2; G)

Sei P(s1, t1) ein minimaler Pfad, der nicht durch die Knoten s, und t, verlduft (existiert,
da G 3-zusammenhangend).

Die Knoten von P bilden ein separierendes Set zwischen s, und t;.

Sei §' € Seine minimales separierendes Set zwischen s, und t,.

|S’| = 3, da G 3-zusammenhingend.

Nach Theorem 1 ist S’ eine Clique. Ein Widerspruch dazu, dass P minimal ist.




