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1 Einfiihrung

Die zentrale Frage ist,

wann ein Graph mit Durchmesser 5 2-Durchmesser-stabil ist.
D.h.: Fiir welche Graphen G hat jeder Graph G’ = G-e,

der aus G durch Entfernen einer Kante entsteht,

immer noch Durchmesser <5 7

Im Haupttheorem wird gezeigt, dass sich diese Frage mit Hilfe von
4 verschiedenen Vorraussetzungen an den Graphen beantworten
lisst. Bendotigt wird dafiir unter anderem der Begriff der Sige.



2 Definitionen, Vorraussetzungen

2.1 Vorraussetzungen

Im folgenden seien alle Graphen einfach.
D.h. zwischen je zwei Knoten gibt es maximal eine Kante.

2.2 Definitionen

Notation 2.2.1. :
G = (V.E) Graph
V(G) = Knoten von G, E(G) = Kanten von G

Definition 2.2.2. :

Distanz:

z,y € V(G) : da(z,y)

Durchmesser:

d(Q) := langster kiirzester Weg zwischen je 2 Knoten in G.
diametralisches Paar:

2,y € V(G) : da(x,y) = d(G)

Beispiel 2.2.3. :
u

ey

X v

d(G) = 3 offensichtlich, auflerdem ist sowohl (u, v), als auch (z,y) ein diame-
tralisches Paar, denn es gilt: dg(z,y) = 3 = d(G) und dg(u,v) = 3 = d(G)

2.3 (l,d) — Graph, 1-Durchmesser-stabiler Graph
Definition 2.3.1. : (1,d)-Graph: (bzgl. der Kanten)

VE C E(G) mit |E|<1—1:d(G—E)<d

Definition 2.3.2. : l-Durchmesser-stabiler Graph:

(I,d) — Graph G mit d(G) =d



Beispiel 2.3.3. :

Hier ist d(G) =5,l=2,d=5

= (2,5) — Graph,d.h.|JE| <1=d(G—-E) <5

Die Aussage ist, dass trotz Wegnehmen einer Kantenmenge E der Grofie
|E| <1, also einer Kante, der Graph G’ := (G — E) keinen grofieren Durch-
messer als G hat. In folgendem Graph ist dies nicht so, der Graph ist also
nicht 2-Durchmesser-stabil.

- L3 = = =
e d(G) = 5
[ =
L= £ = 2 = =
d(G-e)=7
L& = =

Definition 2.3.4. : Kurzer (x,y)-Weg
(z,y) - Weg mit Linge |(z,y)| < d(G)

2.4 Lemma A

Lemma 2.4.1. : Lemma A
G sei I-Durchmesser-stabil, dg(x,y) = d(Q)
= d mind. | kantendisjunkte (x,y)— Wege mit Linge d(G)

2.5 Theorem A

Theorem 2.5.1. : Theorem A
Graph mit d(G) € {2,3} ist 2 — Durchmesser — stabil <
3 mind. 2 kantendisjunkte kurze (x,y) — Wege zwischen allen z,y € G

2.6 Definition von Sigen

Definition 2.6.1. : (u,v)-Abschnitt

P(u,v) := ist der (u,v) — Abschnitt eines Weges P
Lange := |P(u,v)|

Lénge von P := |P|

Definition 2.6.2. : Sige

G Graph, z,y € V(G),z # y,—~Je € E(G) : e = (z,y)



Ein Teilgraph S C G mit x,y € V(S) heisst Siige von x nach y, wenn S die
Vereinigung von zwei kantendisjunkten (x,y)-Wegen P; und P; ist, mit:

(1) |~ =da(z,y) =2

(2) Es gibt einen internen Knoten von P; in P»

Beispiel 2.6.3. :

AN LA

X y X Y
C) D)
FRINA NN
X ¥ x ¥
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Notation 2.6.4. :

In einer Sdge S von x nach y sei

P = uguq .. U (z,y)} Py =wvguy ... 0 1vx = ug = 0o,y = Udg (z,y) = Ut

Sei I := {vjy, vi,, ..., v, } die Menge aller gemeinsamen Knoten von P; und
P, so, dass

v, =vj € V(P), j €{0,1,...,t}; 0 < k <myipyr > iy,
wobei 0 <k <m —1 und v;, = vo und v;,, = v¢

Definition 2.6.5. : benachbart
v;,vj € I heilen benachbart auf P, , wenn:
3k : (v = vy, Avj =i ,) V(v = vy, AV =05 ,)

Beispiel 2.6.6. :

Offensichtlich ist u benachbart zu v und v benachbart zu w.

Aber im zweiten Graphen ist p nicht benachbart zu x, denn ¢ liegt dazwi-
schen, also ist p = v;, und = = v;,_,

q ist benachbart zu z, denn x = v;, und ¢ = v; .

Bemerkung 2.6.7. :
Sind u = v, v = v;,,, gemeinsame Knoten auf P, und P und ausserdem
benachbart auf Py, so gilt: |P(u,v)| < [Pa(u,v)|

Definition 2.6.8. : Sdgezahn, Differenz, abstandsvergrofiernde Zahl

Sei S = Py U P, eine Sége von x nach y,

u, v gemeinsame Knoten auf P; und P» und ausserdem benachbart auf Ps,
dann heisst der Teilgraph P;(u,v) U Pa(u,v) ein Ségezahn

und | Py (u,v)| — | Py (u,v)| die Differenz des Ségezahns.

Die abstandsvergrofiernde Zahl ist definiert als:

Lo, (2,y) := max {12 (u, )| = [Pr(u, 0) [}

u, v gemeinsame Knoten, benachbart auf Py



Bemerkung 2.6.9. :
Nach dem Entfernen einer Kante e aus einer Sége S von x nach y in G gilt:

dee(xay) < dG(ﬂf,y) + Ias(x,y)

Beispiel 2.6.10. :

X = f W ¥ X =u f W Y X =u f W Y

Der Graph enthilt 2 Sagezdhne.

Py(u,v) =2, Pi(u,v) =1 = Differenz ist 1

Weil beide Zéhne Differenz 1 haben, ist I,, =1

Wenn man die Kante e entfernt,

gilt immer noch dg_.(z,y) =2 < dg(z,y) + I, (x,y) =2+ 1=3
Wenn man die Kante f entfernt,

gilt dg—y(2,y) =3 < dg(z,y) + lo,(z,y) =2+1=3

Definition 2.6.11. : Echte Sige

Sei S eine Sdge von x nach y, dg(z,y) > 3,

P1 = Upug ... udc(x,y) und P2 = VoV71 ...Ut—-1V¢,

S heisst echte Sédge, wenn fiir alle gemeinsamen Knoten von P; und P» gilt:
U= = vj und u = uj, = vj,, 11 < i2 &j1 < J2

Beispiel 2.6.12. :

u v w

Die erste Sége ist echt, denn:
u=uyg=1vy,v=u; =vound 0 < 1,0 < 2
v=u]=v, w=us=v4und 1 < 2,2 <4
Die zweite Sége ist nicht echt, denn:
p=uy=19,q=u; =v4und 0 < 1,0 <4 OK
g=ui=v4, c=us=vound 1 <2,4>2F
T=us =19, y=1us=vg und 2 < 3,2 < 6 OK



Definition 2.6.13. : perfekte Sége

Eine echte S#ge heisst perfekt, wenn jeder Knoten von Pj ein
gemeinsamer Knoten von P; und P, ist und die Differenz jedes Séagezahns 1
ist.

Beispiel 2.6.14. :

VAVANIWAS

u X i u

Die erste Sége ist offensichtlich perfekt, denn sie ist echt und jeder Zahn hat
Differenz 1.

Die zweite Sége ist auch echt, aber nicht perfekt, denn:

x ist nicht Knoten von P, aber von Pj. (Die Differenz ist allerdings 1)

Die dritte Sége ist auch echt, aber nicht perfekt, denn:

| P (u,v)| — |Pi(u,v)| =3—-1=2#1.

2.7 Theorem B

Theorem 2.7.1. : Theorem B

Sei G ein Graph mit d(G) = 4.

Dann ist G genau dann 2-Durchmesser-stabil, wenn fiir alle Paare x,y € V,
T # vy, eine der folgenden zwei Bedingungen gilt:

(1) Es gibt 2 kantendisjunkte kurze (x,y)-Wege in G

(2) Es gibt eine perfekte Sige von x nach y in G mit Linge 3:




3 Haupttheorem

3.1 Theorem

Theorem 3.1.1. :
Voraussetzung.: d(G) = 5.
Dann gilt:

G ist 2-Durchmesser-stabil <
Ve £y e V(G) Ik € {1,2,3,4} : (k) gult

Es gibt 2 kantendisjunkte kurze (x,y)-Wege in G

Es gibt eine echte Sige von x nach y mit dg(z,y) + I, (x,y) =5

G enthilt einen zu Xy isomorphen Teilgraph mit x = 2’ y =y

G enthdlt einen zu Xo isomorphen Teilgraph mit x = u,y = v




3.2 Bewelis

Beweis. :

Riickrichtung:

Dass (1) bis (4) hinreichende Bedingungen sind, ist klar, denn:

(1): Wenn man in dem einen Weg eine Kante entfernt, hat der andere Weg
immer noch Linge < 5.

(2): Wenn eine Kante e entfernt wird, gilt wegen dg(z,y) + o, (x,y) =5
immer noch der(z,y) <5 fir G = G —e.

(3): Wie man am Graphen X; sehen kann, kann man jede beliebige Kante
entfernen und es gibt immer noch einen Weg von x nach y der Linge < 5
hat.

(4): Analog zu (3), siecht man am Graphen Xp.

Hin-Richtung:
Betrachte fiir die Hin-Richtung nun 5 Fille:

Fall 1: dg(z,y) =1

Es gibt 2 kantendisjunkte kurze Wege, denn ein Weg ist einfach die Kante
e = (z,y) und wenn man die Kante entfernt, ist wegen der 2-Durchmesser-
Stabilitdt mindestens ein Weg der Linge < 5 vorhanden, also ein kurzer
Weg. = (1)

Fall 2: dg(xz,y) =5
Nach Lemma A gibt es 2 kantendisjunkte kurze Wege. = (1)

Fall 3: dg(z,y) = 2
Es gibt also einen (z,y) - Weg Py mit |Py| = 2, der so aussieht:

[ - = =}
X el e2 Y




Angenommen (1) gilt nicht,
dann gibt es 2 kurze (z,y) — Wege P;, (i = 1,2) wobei P; nicht e; enthélt,
aber gemeinsame Kanten mit jedem P;, j = 0, 1,2 hat.
Weil (1) nicht gilt, muss U?:o P; so aussehen:

X Y

Warum kann U?:o P; nur so aussehen ?

Entfernt man die Kante e; so muss es noch einen Weg der Linge < 5 ge-
ben. Also gibt es 2 Wege, die sich mindestens eine Kante teilen, da (1) nicht
gelten soll. Ausserdem enthalten beide Wege die jeweils andere Kante, z.B.
enthélt P; es. Daraus folgt die eindeutige Darstellung.

= (3)

Fall 4: dg(z,y) =3
Es gibt also einen (z,y) - Weg Py mit |Py| = 3, der so aussieht:

[ - . - = =)
X el e? e3 Y

Angenommen (1) gilt nicht,

dann gibt es 3 kurze (z,y) — Wege P;, (i = 1,2,3) wobei P; nicht e; enthélt,
aber gemeinsame Kanten mit jedem P;, j = 0,1, 2,3 hat.

Wenn man jetzt alle Félle untersucht, sieht man analog zu Fall 3 mit eini-
gen Uberlegungen, dass U?:o P; einen der folgenden Graphen als Teilgraph
enthilt:

ADA, VA

= (2)




Fall 5: dg(z,y) =4
Es gibt also einen (z,y) - Weg Py mit |Py| = 4, der so aussieht:

L - = = =
X el a2 es3 ed Y

Angenommen (1) gilt nicht,

dann gibt es 4 kurze (z,y) — Wege P;, (i = 1,2,3,4) wobei P, nicht e;
enthilt, aber gemeinsame Kanten mit jedem P;, j = 0,1, 2, 3,4 hat.

Wenn man jetzt alle Fille untersucht, sieht man analog zu Fall 3 mit eini-
gen Uberlegungen, dass U?:o P; einen der folgenden Graphen als Teilgraph
enthélt:

X Y

Fiir die ersten beiden Félle folgt (4)
Fiir die tibrigen 4 Félle folgt (2)

Damit sind alle moglichen Félle betrachtet und der Beweis ist vollstéindig.



4 Bermerkungen

4.1 alternatives Hautptheorem

Theorem 4.1.1. : andere Fassung des Theorems

Vorr.:

d(G) = 5.

G enthdlt weder Xy noch Xo als Teilgraph.
Dann gilt:

G ist 2-Durchmesser-stabil <
Ve #y e V(G) 3k € {1,2} : (i) gilt

Es gibt 2 kantendisjunkte kurze (z,y)-Wege in G (5)

Es gibt eine echte Sige von x nach y mit dg(x,y) + I, (z,y) =5  (6)

4.2 Anmerkungen

Bemerkung 4.2.1.

Wegen Lemma A kann (1) im Haupttheorem nicht entfernt werden.

Dass (2) bis (4) nicht entfernt werden kénnen zeigen die folgenden Beispiele
jeweils fiir ein (i), dabel gilt in Jedem Beispiel jeweils ein (i) aber keins der
2

iibrigen {(1), (2), (3), (4)} \{(i)

Bemerkung 4.2.2.

Die 3 angegeben Graphen sind alle planar.

X1 ist ein Teilgraph von Xs, aber (4) kann dennoch nicht aus dem Theorem
entfernt werden, da das 3. Beispiel in Bemerkung 4.2.1 das verhindert.



5 Quellenangaben

A necessary and sufficient condition for a graph G with diameter 5 to be

2-diameter-stable
(Chengde Xu, Discrete Mathematics 89 (1991) 319-324)
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