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Notationen und Terminologie

1. Lineare Algebra

Fiir beliebige Mengen R und NV notiert man
RN ={f:N — R}.
Fir f € RY und i € N setzt man auch f; = f(i) und nennt f; die ite

Koordinate von f.

Besonders anwendungsrelevant sind die Skalarbereiche R = N, R = Z,
R = Q oder R = R, wo man die Elemente (Funktionen) in R" koordina-
tenweise miteinander addieren und mit Skalaren mutliplizieren kann.

Im Fall N = {1,...,n} schreibt man oft kurz: R" = R".

1.1. Vektoren und Matrizen. Die Elemente von R™ heissen n-dimen-
sionale Parametervektoren. Im Skriptum wird ein solches x € R" fett no-
tiert und typischerweise als Spaltenvektor verstanden:

x
x=|: (x; € R).
T,
Als Zeilenvektor wird der Parametervektor meistens transponiert notiert:

x! = [z1,...,1,].

0 =0,...,0]7 ist der Nullvektor. Wenn der formale Unterschied zwischen
Spalten- und Zeilenvektor nicht so wichtig ist, wird ein Parametervektor
auch mit runden Klammern notiert:

X = (x1,...,2p).

R™*™ ist die Menge aller (m x n)-Matrizen. Ein A = [a;;] € R™*" kann
man entweder als n-Tupel von m-dimensionalen Spaltenvektoren A.; oder
als m-Tupel von n-dimensionalen Zeilenvektoren A;. auffassen:
ayy ... Qip Aj.
[Aq, ..., Al = | ¢ L =
Ami -+ CGmn A,
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4 NOTATIONEN UND TERMINOLOGIE

Fir A = [a;,...,a,] € R™™und x = [z1,...,2,] € R", notiert man die
entsprechende Linearkombination der Spaltenvektoren:

n
Ax:x1a1+...—|—wnan: E Tj;a;.
i=1

Firy € R™isty? A = (ATy)T die analoge Linearkombination der Zeilen-
vektoren von A.

Ist B = [by, ..., bg] € R"** eine weitere Matrix, so kann man das folgende
Matrixprodukt bilden:

AB = [Aby, ..., Ab,] € R™*F,

1.2. Analytische Geometrie. R" kann man auch als Menge der Koor-
dinatenvektoren eines n-dimensionalen ,,Universums® von ,,Punkten’ anse-
hen. Geometrische Punkte P, () kann man ,eigentlich® nicht addieren oder
subtrahieren. Die Differenz () — P der entsprechenden Koordinatenvektoren
ist aber mathematisch sinnvoll. Man fasst

PG=Q-P

dann als einen Vektor auf, der eine ,,Wirkung* beschreibt, die den Ortszu-
stand P in den Ortszustand () verindert.

1.3. Affine und lineare Teilrdume. Ein Hyperebene in R" ist eine
Teilmenge der Form

H={xecR"|a’z=0b} (acR"\{0},bcR).

Ein affiner Teilraum A ist ein Durchschnitt von Hyperebenen. Insbesondere
ist ) € R™ ein affiner Teilraum. Aus der linearen Algebra weiss man:

LEMMA 0.1. Fiir eine beliebige nichtleere Teilmenge S C R" sind die
Aussagen dquivalent:

(0) S ist ein affiner Teilraum.

(1) Es gibt ein m € N und eine Matrix A € R™*™ und einen Vektor
b € R™sodass S = {x € R" | Ax = b}.

(2) Es gibt Vektoren vy, vy,...,vi € R" 5o, dass
S = {V() + Zfl;:l )\ivi | >\z < R}

(3) Fiir beliebige u,v € S und Skalare o € R gilt:
z=ou+ (l—a)ves.

Ein affiner Teilraum A heisst linear im Fall 0 € A.
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2. Ordnungsrelationen

2.1. Koordinatenordnung. Fiir Vektoren x = [xy,...,7,|7 undy =
Y1, - ,yn]T schreibt man

x<y <= ux;<y; firallei=1,...,n

und

X<y <= ux; <y firallet=1,... n.

NoOTA BENE: Bei dieser Ordnungsrelation gibt es (im Fall n > 2) immer
Vektoren a, b € R”, die nicht miteinander vergleichbar sind, d.h.

af£b und b<£a.

2.2. Lexikographische Ordnung. x istlexikographisch kleiner (Nota-
tion: x < y) als y, wenn es einen Index 1 < ¢ < n gibt mit der Eigenschaft

2 <y, und x; =y; fiirallej </.

LEMMA 0.2. Fiir beliebige a,b € R" gilt genau eine der drei Aussagen:
0)a=Db
(1) a<b
(2) b<a.

2.3. Mengenoperationen.
2.3.1. Minkowski-Summe. Die Minkowski-Summme von S, T" C R" ist
die Teilmenge

S+T={s+t|seS,teT} CR"

Im Spezialfall einer einelementigen Menge 7" = {t} erhélt man die Trans-
lation von S um den Vektor t:

S+t=5+{t}={s+t|se S}

LEMMA 0.3. Die Minkowski-Summe zweier affiner Teilrdiume in R™ ist sel-
ber ein affiner Teilraum.
o



6 NOTATIONEN UND TERMINOLOGIE

2.3.2. Koordinatenprojektionen. Sei N = {1,...,n}und () # I C N.
Fiir x € R bezeichnet x; die Restriktion von x auf die Koordinaten in I.

In einer etwas lockeren (aber bequemen) Schreibweise haben wir dann:
X .
x:xN:{Xj mit J = N\ [.

Diese Schreibweise ist auch vorteilhaft bei allgemeiner Matrixnotation:
Ax = ANXN = A]X[ + AN\[XN\[.

(Hier ist A; natiirlich die Restriktion von A auf die I entsprechenden Spal-
ten.)

Fiir beliebiges S C R™ erhalten wir die Projektion 7;(S) von S auf die
Koordinatenmenge [ als die Menge

W[(S) :{X[|XES} QRI

Bsp. Sei [ = {2,3,...,n}. Dann gilt fiir S C R™:

71(S) = {(we,x3,...,x,) | Jz1 € R: (21,29, 23,...,2,) € S}.

3. Topologie

Sei (x*) eine Folge von Vektoren x* € R. Wir schreiben

x¥ - x bzw. x= lim x*,

k—o0

wenn (x*) (komponentenweise) gegen x € R™ konvergiert. Bzgl. der eukli-
dischen Norm

x| = VxTx = /a3 + ...+ 22
kann man das auch so ausdriicken:
x5 x = |x-x]?—=0.

Eine Menge S C R™ heisst abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (x*) mit
x" € S gilt:

¥ 5x = xeb.
S ist beschrdnkt, wenn es eine Schranke ¢ > 0 mit der Eigenschaft

x| <e¢ ¥xeS

gibt. Eine beschrinkte und abgeschlossene Menge S C R" ist kompakt.
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3.1. Stetigkeit. Eine Funktion f : S — R heisst stetig, wenn fiir alle
x € S und Folgen (x*) mit x* € S gilt:
X" ox = f(x") = f(x).

Aus der Analysis weiss man:

LEMMA 0.4. Sei ) # S C R"™ kompakt und f : S — R stetig. Dann
existieren Punkte (Vektoren) X in, Xmax € S mit der Eigenschaft

f(Xmin) < f(X) < f(xmax) fl;il” allex € S.
<

Quadratische und lineare Funktionen. Offenbar sind Summen und Pro-
dukte stetiger Funktionen wieder stetig. Also ist insbesondere jede quadra-
tische Funktion f : R®™ — R, d.h. Funktion mit der Darstellung

n

n n
f($1> e 7xn) = Zzazjxi%‘ - chxk

i=1 j=1 k=1
fiir geeignete skalare Koeffizienten a;; und c;, stetig. Im Fall a;; = 0 fiir
alle 7, j heisst eine quadratische Funktion linear.

3.2. Gradienten. Sei f : R" — R eine Funktion und x5 € R” ein
Punkt, wo alle partiellen Ableitungen von f existieren. Dann bezeichnet
man den (Zeilen-)Vektor der partiellen Ableitungen

vf(XO) = a.gii()) )t aJ;(;jO)

als den Gradienten von f an der Stelle xq.

4. Mathematische Optimierungsprobleme

Ein ,,Optimierungsproblem ist im allgemeinen umgangssprachlich nicht
so prizise formuliert, dass man es ohne weiteres mathematisch analysieren
(und 16sen) kann. Es muss zuallerst in ein ,,mathematisches* Optimierungs-
problem umformuliert werden.

Zu einem mathematischen Optimierungsproblem gehoren:

(1) eine Menge (2 (der sog. Zuliissigkeitsbereich);

(2) eine Menge W (der sog. Wertebereich) und ausserdem eine Funk-
tion f : QQ — W (die sog. Zielfunktion), welche die Elemente des
Zulassigkeitsbereichs bewertet.

In dieser Vorlesung nehmen wir meist an:
o W =Rund 2 C R"” (fiir ein geeignetes n).



8 NOTATIONEN UND TERMINOLOGIE

Die Optimierungsaufgabe ist dann so ausgedriickt:

Ifgé‘f(w> oder ggllf(w)

Um mit {0 iberhaupt rechnerisch umgehen zu konnen, muss der Zuléssig-
keitsbereich numerisch spezifiziert werden. Oft sucht man dazu Funktionen
91, - - Gm : R™ — R mit der Eigenschaft

Q={xeR"| gi(x) <0,...,gn(x) <0}.

Die Funktionen g;(x) heissen dann Restrikitionsfunktionen und das mathe-
matische Optimierungsproblem wird dann z.B.

m%Xf(x) sd. ¢gi(x)<0Vi=1,...,m.
xcR™

Die Forderungen ¢;(x) < 0 sind die sog. Nebenbedingungen des Problems.

BEMERKUNG. Die Formulierung eines Optimierungsproblems aus dem Anwen-
dungsbereich als mathematisches Optimierungsproblem ist im allgemeinen auf
sehr viel verschiedene Arten moglich. Es ist nicht immer klar, welches ,,die be-
ste’ ist.

Bsp. Es gibt n Objekte mit Gewichten aq, . . ., a,. Daraus sollen moglichst
viele Objekte gewihlt werden, sodass das Gesamtgewicht die gegebene
Schranke b nicht iiberschreitet.

1. Formulierung: Reprisentiere die Objekte durch (0, 1)-Variable x; mit
der Zielfunktion

f(xlayxn):x1++l‘n:zlvl

und erhalte

2. Formulierung:

maxixi s.d. Zaixi < b
i=1 ;
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In dieser Formulierung hat man 2n 4+ 1 Restrikionsfunktionen (und entspre-
chend viele Nebenbedingungen):

go<x1a"'7$n) = (Zaz'wz) —b
=1

gi(1,.. . xn) = tx(l—w) ((=1,...,n)
hi(xy,...,z,) = —x;(1—x;) (1=1,...,n).






KAPITEL 1

Konvexe Mengen und Funktionen

1. Konvexe Mengen

Eine (moglicherweise leere) Teilmenge S C R”™ nennt man konvex, wenn
sie — geometrisch gesprochen — mit je zwei Punkten auch deren Verbin-
dungsgeradenstiick enthilt. Konkret heisst das:

X, y€S = x+ANy—-x)€S (0<A<1).

Aus der Definition folgt sofort:

e R ist konvex und beliebige Durchschnitte konvexer Mengen sind
konvex.

Sei X C R" eine beliebige Menge. Unter der konvexen Hiille von X ver-
stehen wir die kleinste konvexe Menge conv(X ), die X enthilt, d.h.

conv(X) = ﬂ{S CR"| Skonvexund S O X}.

LEMMA 1.1. conv(X) besteht aus allen sog. konvexen Linearkombinatio-
nen

Z = MX1+ ...+ Xy,

wobeixq, ..., X, € X beliebig gewdhlt werden diirfen und die Koeffizienten
\; eine sog. Wahrscheinlichkeitsverteilung bilden, d.h.

)\1,...,/\k20 und /\1++)\k:1

Beweis. . Man rechnet ohne grosse Miihe nach, dass eine konvexe Menge auch die
mit ihren Elementen gebildeten konvexen Linearkombinationen enthalten muss (s.
Ubungen).

Andererseits zeigt der Spezialfall £ = 2, dass die Menge aller Konvexkombinatio-
nen einer Menge X eine konvexe Menge darstellt. Also muss sie genau die kleinste
konvexe Menge sein, die X enthiilt.

o

11



12 1. KONVEXE MENGEN UND FUNKTIONEN

1.1. Konvexe Kegel. Eine nichtleere Teilmenge K C R" ist ein kon-
vexer Kegel, wenn gilt
X,y e Kund \;,\o >0 = A\x+ \ye€K.
Man iiberzeugt sich leicht, dass der ,konvexe Kegel“ K wirklich auch eine
konvexe Menge ist. Ausserdem gilt offenbar immer O € K. Die Menge
cone(X) = ﬂ{K C R" | K konvexer Kegel und K O X'}

ist der kleinste konvexe Kegel, der die Teilmenge X C R" enthilt, und wird
als die konische Hiille von S bezeichnet. Also haben wir z.B.

cone(()) = {0}.

LEMMA 1.2. Sei X # (. Dann besteht cone(X) aus allen konischen Li-
nearkombinationen
Z = \X1 + ...+ Xy,

von Vektoren xy, ..., X, € X und nichtnegativen Koeffizienten \; > 0.
o

BEMERKUNG. Allgemeiner ist ein Kegel eine nichtleere Menge K mit der Eigen-
schaft
xeK Vxe K,A>0.

Ein allgemeiner Kegel ist nicht unbedingt konvex. In dieser Vorlesung betrachten
wir nur konvexe Kegel.

1.2. Polyeder. Ein Polyeder P C R" ist eine Menge der Form
P=P(Ab)={xeR"| Ax < b}

mit A € R™*" fiireinm € Nund b € R". P(A,b) ist die Losungsmenge
des linearen Ungleichungssystems

anrr + ...+ a, < b
anri + ... + a, < by
m1Z1 + .+ G < by

Aus der Definition folgt z.B. sofort: () und R" sind Polyeder in R" (Be-
weis?).

Besteht A nur aus dem Zeilenvektor a’ = (ay, ..., a,) # 07, so ist
H=P@ b)={xecR"|ar +...+a,2, <b}

ein Halbraum.
Seien a’ = (ay,...,a,) # 07 und b € R gegeben. Die Losungsmenge

P(a’ b)) = {x e R" | a’x < b}
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der linearen Ungleichung
T+ ..o apxy < b

heisst Halbraum. Man sieht leicht, dass Halbriume konvexe (und abge-
schlossene) Teilmengen des R" sind. Also findet man:

LEMMA 1.3. Eine echte Teilmenge P C R" ist ein Polyeder genau dann,
wenn P ein Durchschnitt von endlich vielen Halbrdiumen ist.

Beweis. P(A,b) mit A = [a;;] € R™*™ ist der Durchschnitt der den m Zeilen
von Ax < b entsprechenden Halbrdume
Hi:{XER"|aﬂx1—|—...—|—ammn§bi} (221,,771)
o

Man erhélt z.B. die Hyperebene H = {x € R" | a’x = b} als Durchschnitt
von zwei Halbrdumen und somit als Polyeder:

H = P(a’ b)n P(-a’, -b).
BEMERKUNG. Auch die leere Menge () C R™ ist ein Polyeder, das man z.B. als
Losungsmenge von

z1+...+x, = +1
xrn+...+x, = -1

erhilt. Man bemerke: Die Darstellungsmatrix A und der Restriktionsvektor b eines
Polyeders P sind im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt!

Da Durchschnitte abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, ergibt sich:
e Polyeder sind konvexe und abgeschlossene Teilmengen des R".
Ein Polytop ist ein beschrinktes (und folglich kompaktes) Polyeder.

BEMERKUNG (POLYTOPE). Wir werden spiter beweisen, dass die konvexen
Hiillen conv(X ) von endlichen(!) Mengen X C R™ genau die Polytope sind.

BEISPIEL 1.1. Das sog. Standardsimplex ist das Polyeder

A, ={xeR"|z1+...+x, =12, >0} =conv{ey,...,e,}.

Es besteht aus der Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf n Ele-
menten, ist offensichtlich beschrdnkt (ist also ein Polytop) und wird erzeugt
von den n Einheitsvektoren e; € R".
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1.2.1. Polyedrische Kegel. Ein polyedrischer Kegel ist ein Polyeder,
das zugleich ein Kegel ist.

LEMMA 1.4. Polyedrische Kegel sind genau die Losungsmengen von ho-
mogenen linearen Ungleichungssystemen. M.a.W.: Das Polyeder P(A,b)
ist ein polyedrischer Kegel genau dann, wenn

P(A,b) = P(A,0) = {x € R" | Ax < 0}.

Beweis. Sei P = P(A,b) ein Kegel. Wegen 0 € P haben wir 0 = A0 < b, d.h.
b ist in jeder Komponente b; nichtnegativ. Also finden wir

P(A,0) ={z | Ax <0} C{z | Ax < b} = P(A,b).

Angenommen, es gibe einx € P(A,b)\ P(A, 0). Dann gibt es einen Zeilenvektor
al von A derart, dass
alx <b; aber alx>0.
Wir kénnten also A > 0 so gross wihlen, dass
al (\x) = Mal'x) > b;.
Dann hitten wir aber Ax ¢ P(A,b), was im Widerspruch zu der Kegeleigenschaft
von P(A,b) steht!
o

1.2.2. Geometrische Vorstellungsweisen. Sei H = {a’x = b} eine
Hyperebene und p € H ein beliebiger Punkt. Dann besteht /7 aus der Men-
ge aller Punkte x € R", bei denen der Differenzvektor d = x — p senkrecht
auf dem sog. Normalenvektor a steht:

H={xeR"|a"(x—-p) =0}

Der Halbraum P(a” b) besteht aus den Punkten x, bei denen der Diffe-
renzvektor d = x — p mit dem Normalenvektor y einen stumpfen Winkel
bildet:

P(a’b) = {x e R" | a’(x — p) < 0}.
Der Halbraum P(—a” b) besteht aus den Punkten x, bei denen der Diffe-

renzvektor d = x — p mit dem Normalenvektor a einen spitzen Winkel
bildet:

P(-a",b) = {xeR"|-a’(x—p)<0)
= {xecR"|al(x—p) >0}
BEMERKUNG. Ob man sich als Mensch tiberhaupt den Raum R"™ mit n > 4 geo-
metrisch vorstellen kann, darf mit fug und recht bezweifelt werden. Der Philosoph

KANT z.B. war davon iiberzeugt, dass die menschliche Vorstellungskraft bein = 3
endet.
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Fiir das Rechnen in Parameterrdaumen ist dieser Punkt jedoch irrelevant. In prakti-
schen Anwendungen sind mathematische Modelle mit Hunderten oder Tausenden
von Parametern (und damit entsprechend hohen Dimensionen) tagtdgliches Brot.

1.3. Abgeschlossene konvexe Mengen. Sei S C R™ eine beliebige
Teilmenge und p € R™ \ S ein festgewihlter Punkt. Wir sagen, die Hyper-
ebene H = {x | a’x = b} trennt p von S, wenn gilt

p ¢ P(a’,b) und S C P(a’,b).
Algebraisch ausgedriickt bedeutet dies:
an >bp und a’x<b firallez € S.

Offensichtlich kann man jeden Punkt p in diesem Sinn von der leeren Men-
ge () trennen. Andererseits findet man, dass man selbst konvexe Mengen
und Punkte nicht immer trennen kann.

BEISPIEL 1.2. Sei S = {x € R? | 2% + 2% < 1} die offene Kreisscheibe. S
ist konvex und p = (1,0) ¢ S. Es gibt jedoch keine Hyperebene, die p von
S trennt.

Ein Hauptsatz iiber konvexe Mengen besagt allerdings, dass die Situation
bei abgeschlossenen(!) konvexen Mengen giinstiger ist: hier kann man im-
mer trennen.

1.3.1. Der Hauptsatz. Sei S C R nichtleer, konvex und abgeschlos-
senund p € R™\ S. Sei xq € S so, dass
Ixo —plI* < x—plI* vxeS.

(Da S abgeschlossen und die Funktion f(x) = ||x — p||? auf S stetig ist,
wissen wir aus den Ubungen, dass s, existiert.) Wir setzen

a=x9—p (#0).
Ein beliebiger Punkt x € S kann in der Form x = x( + Ad mit ||d|| = 1
geschrieben werden. Damit haben wir

la]l? < f(x) = (a — Ad)"(a = Ad) = [Ja]* — 2xa"d + \?
Im Fall x # x( (d.h. A > 0) bedeutet dies
A/2 >a’d und deshalb (mit A\ — 0): 0> a’d.

SATZ 1.1 (Hauptsatz iiber abgeschlossene konvexe Mengen). Sei S C R"
eine nichtleere konvexe und abgeschlossene Menge. Dann existiert Zu jedem
p € R™\ S ein Vektor a # 0 und ein Punkt x, € S derart, dass gilt

(a) a’xy < a’'p;
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(b) a’xy > a’x fiirallex € S.

Beweis. Seien xg und a = xg — p wie oben gewihlt. Dann folgt (a) so:

a’xg—alp=a’l(xo—p) = a]? > 0.

Fiir x = xg + Ad € S ergibt sich (b) analog:
al’x —alxg=a’(\d) = XaTd <0.
o
Der Hauptsatz besagt, dass jeder Punkt p € R™ \ S durch eine Hyperebene

von der abgeschlossenen konvexen Menge S getrennt werden kann. Folg-
lich finden wir:

e FEine Menge S C R" ist genau dann konvex und abgeschlossen,
wenn sie sich als Durchschnitt von (moglicherweise unendlich vie-
len) Halbrdumen darstellen lisst. (Dabei betrachten wir R™ als
,.JJeeren Durchschnitt*.)

Algebraisch ausgedriickt konnen wir uns eine abgeschlossene konvexe Men-
ge S € R” somit immer als die Losungsmenge eines linearen Unglei-
chungssystems

a1T1 + apTs + ...+ AT, < b; (l € ])

vorstellen, wobei I eine (moglicherweise unendliche) Indexmenge ist.

BEISPIEL 1.3. Betrachten wir eine quadratische Matrix X = [z;;] € R™"
als Vektor mit n* Komponenten x;;, konnen wir R"*™ mit R identifizieren.
X ist genau dann symmetrisch, wenn das lineare Gleichungssystem

erfiillt wird. Die Menge der symmetrischen Matrizen ist also ein konvexer
und abgeschlossener polyedrischer Kegel (tatsdchlich sogar ein linearer
Teilraum), ndmlich genau die Losungsmenge des (endlichen) linearen Sy-
stems (1).

Eine symmetrische Matrix X = [z;;] € R™ " heisst positiv semidefinit,
wenn fiir alle Parametervektoren a € RY gilt:

n n
2) a’'Xa= Z Z a;a;x; > 0.

i=1 j=1
Auch die Menge aller positiv semidefiniten Matrizen ist ein konvexer und
abgeschlossener Kegel als die Losungsmenge des aus (1) und (2) zusam-
mengesetzten unendlichen linearen Systems. (Man kann allerdings zeigen,
dass dieser Kegel im allgemeinen nicht polyedrisch ist.)
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1.3.2. Stiitzhyperebenen. Eine Hyperebene H = {x | a’x = b} mit
der Eigenschaft S C P(a’,b) und S N H # () heisst Stiitzhyperebene von
S. Der Hauptsatz besagt somit, dass eine nichtleere abgeschlossene konvexe
Menge Durchschnitt von Halbraumen ist, die zu Stiitzhyperebenen gehoren.

Wir nennen einen Punkt x, € S einen Randpunkt von S, wenn es eine Folge
von Punkten z; € R™ \ S gibt mit

zp — Xo, d.h khj& llxo — zx|| = 0.

SATZ 1.2. Seixy Randpunkt der abgeschlossenen konvexen Menge S C R™.
Dann existiert ein Vektor c # 0 derart, dass

c’'xp = maxclx.
xeS

Insbesondere ist H = {x | c'x = ¢y} eine Stiitzhyperebene fiir S, die
X enthidilt.

Beweis. Sei z;, — Xo mit z; ¢ S. Dann gibt es nach dem Hauptsatz Vektoren
aj # 0 und Zahlen by, derart, dass fiir alle x € S gilt:
alx < by < aj} z.

OBdA diirfen wir ||ag|| = 1 annehmen (sonst dividieren wir einfach die Unglei-
chungen jeweils durch ||ay||). Die Folge der aj, hat also in der kompakten Vollkugel
B, = {x € R" | ||x]| < 1} einen Haufungspunkt c. Also diirfen wir (moglicher-
weise durch Ubergang auf eine konvergente Teilfolge) sogar oBdA annehmen:

lim a; = c.

k—o0
Daraus ergibt sich nun sogleich fiir x € S:
c’x = lim alx < lim alz; = ¢! xo.
k—o0 k—o0

O

1.4. Giiltige und implizierte Ungleichungen. Man sagt, dass eine li-
neare Ungleichung
cTXSZ <~ cr1+...+cpr, <z

fiir die Menge S C R" giiltig ist, wenn sie von allen s € S erfiillt wird.
Geometrisch gesprochen bedeutet dies

S C P(ch,2).
Ist Ax < bein lineares Ungleichungssystem (mit mindestens einer Losung),

so sagen wir, dass die Ungleichung c’x < 2 von Ax < b impliziert wird,
wenn sie fiir das Polyeder P(A, b) giiltig ist, d.h. wenn fiir alle X € R" gilt:

AX<b = c'x<2
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SATZ 1.3 (,Lemma von Farkas™). Sei A € R™*" eine Matrix und b € R™
derart, dass das lineare Ungleichungssystem Ax < b mindestens einer
Losung xg € P(A,b) besitzt. Sei ausserdem c'x < z eine beliebige lineare
Ungleichung. Dann gilt genau eine der beiden Aussagen:

(I) Es gibt einen Parametervektor y mit den Eigenschaften
y>0,c =y"A und y'b < 2.
(Il) c'x < z ist nicht von Ax < b impliziert.

Die implizierten Ungleichungen sind also genau die Ungleichungen der
Form (1).

Beweis. Wir betrachten den Punkt P mit Koordinatenvektor p und den konvexen
Kegel C, wobei

p= [j und C:{[Azy} €R"+1|YZO,C2bTy} )

Da die lineare Funktion y — ATy auf R™ stetig ist, iiberzeugt man sich leicht,
dass C sogar ein abgeschlossener konvexer Kegel ist (und insbesondere den Null-
vektor O enthilt).

I: Sei P € C und folglich ¢” = yT A fiir ein geeignetes y > 0. Dann gilt fiir alle
x € P(A,b),

0<yl(b-—4x)=y'b—-c'x dh cIx<y'D.
ImFall P € C'ist yTb < zalsocx < zvon Ax <b impliziert.
II: Sei P ¢ C. Wir behaupten, dass dann ¢?'x < z nicht fiir P(Ax, b) gelten kann.

Wegen P ¢ C garantiert der Hauptsatz 1.1 einal = (x?, a,,11) undein (y{ A, ()T
mit yo > 0 und ¢y > b’y so, dass gilt:

an = pTa = cI'x+ An417
> yiAx + ant16o
> yTAx+an¢ Yy >0,(>y"b).

Falls a,+1 = 0, dann muss Ax < 0 erfiillt sein, wie aus der Beschrinktheit folgt.
Denn wir haben in diesem Fall

yl(Ax) < alp < oo firalle y > 0.

Die Wahl y = 0 zeigt zudem ¢’x > 0. Wihlen wir A > 0 geniigend gross, so
erhalten wir

A(xg +Ax) = Axg + Mx <b und c(xg+ Xx) =cTx¢+ A clx> 2.
Die Ungleichung gilt also nicht fiir alle Punkte in P(A, b).

Im Fall a,,+; # 0 zeigt ( — oo (wieder aus Griinden der Beschrinktheit), dass
an+1 < 0 gelten muss. Mit X’ := —x/a,1 haben wir

a’p > yT(Ax + api1b) = (—an1)y? (AX' —b) fiiralley > 0.
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Somit muss Ax’ < b erfiillt sein. Ausserdem haben wir
T T
c'X+ap412>0 dh c'x>—apy12.

Daraus folgt (per Division durch —a,, 1 > 0) die strikte Ungleichung c’x’ > 2.
Der Koordinatenvektor x’ € P(A, b) verletzt also die Ungleichung.
o

1.4.1. Gleichungen. Bei der Diskussion von linearen Ungleichungen
und Ungleichungssystemen nehmen wir grundsétzlich die Form

Ax <b

an. In diese Form konnen lineare Ungleichungen immer gebracht werden.
Zum Beispiel sind folgende Ungleichungen dquivalent

ax1+...0,T, >b —  —ax;—...—apT, < —b.

Auch bei von einem linearen System implizierten Ungleichungen konnen
wir Gleichungen zulassen. Zum Beispiel ist eine nichtnegative(!) Linear-
kombination (mit Koeffizienten ¢y > 0 und y~ > 0) der Ungleichungen

ytr o oam + ... 4+ apr, < b
Yy~ a4y — ... — Gpxp, < —b

dquivalent zu einer Multiplikation der Gleichung
y: axry + ... + apxr, = b
mit dem im Vorzeichen unbeschrdinkten(!) Skalar
+

y=y" —y , wobei y*=max{0,y}, y~ =max{0, —y}

unterstellt werden darf.

2. Konvexe Funktionen

Sei f : F — R eine auf der Menge F C R" definierte reellwertige Funkti-
on. Der Epigraph von f ist die Menge

enitf) = { () em [ x e 7z 2 s}

[ heisst konvex, wenn der Epigraph epi( f) eine konvexe Teilmenge in R"!
ergibt. Aquivalent kann man die Konvexitit von f auch so definieren:
(KF1) F muss eine konvexe Teilmenge von R” sein;
(KF2) Fiiralle 0 < A < 1und x,y € F muss gelten:
fEx+ My —x)) < f(x) + A(f(y) = f(x)).
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Da wir uns in dieser Vorlesung nur auf konvexe Funktionen konzentrieren,
von denen von vornherein klar ist, dass sie stetig sind, wird die néchste
allgemeingiiltige Beobachtung nicht extra bewiesen'.

LEMMA 1.5. Jede auf einer offenen Menge F C R" definierte konvexe
Funktion f : F — R ist stetig.
o

2.1. Subgradienten und Gradienten. Sei f : 7 — R eine auf der
offenen Menge F C R" definierte Funktion und x, € F. Ein Vektor d ist
ein sog. Subgradient von f an der Stelle x,, wenn fiir alle x € F gilt

f(x) = f(x0) = d"(x — xo).
0f(xo) bezeichnet die (moglicherweise leere) Menge aller Subgradienten
und heisst Subdifferential.

BEISPIEL 1.4. Im Fall 0 € 0f(xq) haben wir fiir jedes x € F:
f(x) = f(x0) = 0" (x—x0) =0 dh [f(x)> f(xqo).

Das bedeutet: xy minimiert die Funktion [ iiber F.

PROPOSITION 1.1. Sei f an der Stelle x( partiell differenzierbar. Dann gilt
0f(x9) = 0 oder 0f (xg) = {V f(X0)}, wobei V f(x) der Gradient von f
an der Stelle x ist:

Vf(xo) = <8J;§°) . a;;zo)> .

Beweis. Seid € 0f(xp). Dann finden wir z.B. fiir die i-te Komponente d;:

. — T y
M — lim f(Xo + tez) f(XO) > lim m — dz
ox; t}0 t t10 t
. N T(_ta.
fx0)  _ £ B0 —tei) — f(xo) < lim d’(tei) _ d.
0x; t}0 —t tl0 —t

LEMMA 1.6. Gilt 0f(xo) # 0 fiir alle xg € F, dann ist f : F — R konvex.
Beweis. Seien x,y € F beliebigund 0 < A < 1. Wir setzen z = x + A\(y — x)
und wihlen einen Subgradienten d, € 9f(z). Dann gilt

fx) > flz)+d;(x—2)

fy) = fla)+di(y —2)

'Einen Beweis findet man z.B. in dem Buch FAIGLE/KERN/STILL: Algorithmic Prin-
ciples of Mathematical Programming (Springer 2002)
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Multiplizieren wir die erste Ungleichung mit 1 — A > 0 und die zweite mit A > 0,
so ergibt die Summe

F)+Af(y) = f(x) 2 f(z) +d;0 = f(x+ Ay —x)).

BEISPIEL 1.5. Sei die reelle Funktion f : (a,b) — R differenzierbar und die Ab-
leitungsfunktion [’ : (a,b) — R monoton steigend. Seien a < x < y < b beliebig.
Nach dem Mittelwertsatz existiert ein x < £ < y mit

f) = f(@)=f()y—2z) > fl(z)(y — ).

Also finden wir f'(z) € O0f(x). Im Fall a < y < x < b schliessen wir (wegen
y—ax <0):

fy) = f@) = f(Oy —2) = f)(y —2).
Folglich ist f'(x) € Of (x) fiir alle x garantiert. Also ist | konvex.

SATZ 1.4. Die auf der offenen Menge F definierte (stetige) Funktion f : F — R
ist konvex genau dann, wenn 0 f (x) # 0 fiir jedes x € F garantiert ist.

Beweis. Nach Lemma 1.6 bleibt noch zu zeigen, dass im konvexen Fall 9 f (x) # ()
gewdhrleistet ist.

Der Vektor X € epi( f) liefert einen Rankpunkt, wobei

x_(fz;)> und epi(f)_{@)Iyef,sz(y)}

Da epi(f) konvex und abgeschlossen ist, existiert eine Stiitzhyperebene H fiir X,
deren Koeffizientenvektor nun einen Vektor ¢ € R"™ und eine Zahl ¢, 4 liefert
derart, dass (c, ¢, +1) # (0,0) und fiir alle y € F und z > f(y) gilt:

cly+epz < eI'x+ Cn+1f(x).

Die Uberlegung z — +oo zeigt cp1 < 0. cpp1 = 0 ist unmoglich. Denn sonst
hitten wir ¢’ (y — x) < 0 fiir alle . y € F. Da F offen ist, wiirde daraus ¢ = 0
folgen — im Widerspruch zur Wahl von (c, ¢, +1) # (0,0).

Also wissen wir ¢, 11 < 0 und erhalten mitd = —c/c,41 und z = f(y) die
Subgradienteneigenschaft

fiy)—d"y > f(x) —d"x bzw. f(y)— f(x) >d"(x—y).
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3. Konvexe Optimierung

Wir verstehen unter einem konvexen Optimierungsproblem eine Aufgabe der Form

min f(w),
wobei f : 2 — R eine konvexe Funktion ist. Die Standardformulierung beinhaltet
also ein Minimierungsproblem. Natiirlich kann man auch Maximierungsprobleme
betrachten:

ey ee

Ein solches Problem ist dann aber nur dann ein , konvexes Optimierungsproblem®,
wenn die Funktion f(w) = —g(w) konvex ist. Denn man hat die Aquivalenz

— in — .
max g(w) min —g(w)

NOTA BENE. Eine auf einer konvexen Menge ) definierte lineare Funktion f(w)
hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dass sowohl f(w) als auch g(w) = —f(w)
eine konvexe Funktion ist. Maximieren und Minimieren ist also im linearen Fall
strukturell vollig dquivalent!

3.1. Konvexe Optimierung mit linearen Nebenbedingungen. Wir untersu-
chen das Problem, eine konvexe Funktion f : 7 — R iiber einem durch ein Un-
gleichungssystem Ax < b prisentiertes Polyeder zu minimieren:

3) Xmelg f(x) sd. Ax <b.

Mit dem Zulissigkeitsbereich ) = F N P(A, b) ist dies genau das mathematische
Optimierungsproblem

min f(x).

x€EeQ

BEISPIEL 1.6 (Linear Programme). Seien die Matrix A = [a;;] € R"™*" und die
Vektoren ¢ € R™ und b € R™ gegeben. Dann ist das Optimierungsproblem

4) min ¢’x sd Ax<b
xcR™

ein sog. lineares Programm. Die konvexe Zielfunktion f(x) = c'x ist hier auf

F = R" definiert und besitzt den konstanten Gradienten ¢ = V f(x) (fiir alle
x € R™).

Wir suchen Eigenschaften, die eine zuldssige Losung x* € P(A,b) des Op-
timierungsproblems (3) als optimal charakterisieren. A = [a;;] € R™*" und
b? = [by,. .., b,] werden als bekannte Parameter vorausgesetzt.
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3.1.1. Zuldassige Richtungen. Wir nehmen an, dass alle partiellen Ableitungen
von f existieren und (in einer Umgebung von x*) stetig sind. Ein Vektor d #
0 heisst zuldssige Richtung fir x* € P(A,b), wenn es ein ¢ > 0 gibt mit der
Eigenschaft x = x* + ed € P(A,b).

SATZ 1.5. x* € P(A,b) ist optimal fiir (3) genau dann, wenn
Vf(x*)d >0 fiir jede zulissige Richtung d.

Beweis. Sei x* optimal und d eine zuléssige Richtung. Wir setzen x; = x* + td
(fiir geniigend kleines ¢ > 0). Dann gilt

02> f(x*) = f(xe) = Vf(xe)(x" —x¢) = (=) Vf(xe)d.
und deshalb V f(x;)d > 0. Aus Stetigkeitsgriinden ergibt sich daraus die Notwen-
digkeit der Bedingung:
Vf(x*)d =1lm V f(x;)d > 0.
t—0

Dass die Bedingung hinreicht, um Optimalitit zu garantieren, ist klar. Denn jedes
x € P(A,b) hat dann die Eigenschaft

J() = f(x") > V) x—x) 20 dh f(x) > f(xx).

o

3.1.2. Die KKT-Bedingungen. Man kann Satz 1.5 auch {iiber die Charakteri-
sierung implizierter Ungleichungen formulieren. Das ergibt dann die sog. KKT-
Bedingungen®. Dazu charakterisieren wir zuerst die zulissigen Richtungen als L&-
sungen eines linearen Ungleichungssystems.

LEMMA 1.7. d ist eine zulissige Richtung (fiir x*) genau dann, wenn fiir alle
Indizes i =1,...,m gilt:

alx* =apsi+ ... +ame =b — ald<0.

Beweis. Die Bedingung ist offenbar notwendig. Sei umgekehrt
J*)={1<i<m|alx* =b}

die Menge der Zeilenindizes, wo x* das Ungleichungssystem mit Gleichheit erfiillt.
Wir wihlen

= min {t|alx* +tald =, 0.
€ ié?(l?*){ | a; x* + ta; i} >

Dann folgt A(x* +ed) = Ax* +eAd < b, da keine der einzelnen Ungleichungen
verletzt ist.

o
T

Fassen wir die Zeilenvektorn a;

sammen, so sagt Satz 1.5:
AJ(X*)d <0 — fo(x*)d <0.

von A mit i € J(x*) zu der Matrix A j(x+) zu-

Zbenannt nach KARUSH, KUHN und TUCKER
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Aus dem Satz iiber implizierte Ungleichungen folgt, dass dies genau dann der Fall
ist, wenn der negative Gradient —V f(x*) eine nichtnegative Linearkombination
der Zeilen von A j(~) ist. Anders ausgedriickt:

Es gibt Parameter y; > 0, ..., y;, > 0 derart dass
(KS) yf >0 = alx*=0b;
m
(GB) —Vf(x") =Y yial = Y wyjal.
i=1 jed(x*)

BEMERKUNG. (KS) ist die Bedingung des sog. komplementdren Schlupfes: Bei
der Restriktion a;frx* < b; darf kein(!) Schlupf bestehen, wenn der Multiplikator
y; nichttrivial ist.

Diese Uberlegungen zusammenfassend erhalten wir

SATZ 1.6 (KKT-Bedingungen). Der Vektor x € R" ist genau dann optimal fiir das
Problem (3), wenn gilt
(P) Ax < by
(D) Es gibt einy” = (y1,...,ym) > 07 derart, dass
(D1) y'(Ax —b) = 0;
(D2) Vf(x)+yTA=0T.

BEMERKUNG. (D1) ist die sog. primale und (D2) die duale Bedingung.

NoOTA BENE: Das Optimierungsproblem (3) reduziert sich auf das Auffinden eines
Losungspaars (x*,y*) des (im allgemeinen nichtlinearen!) Ungleichungsssystems

Ax < b
5) ~Vfx) = y'A
yl Ax = y'b
y >0

BEISPIEL 1.7 (Lineare Programme). Im Fall des linearen Programms

min ¢’x sd Ax<b
xER™

ergibt sich wegen ¢’ = V(c'x) das KKT-System als ein System linearer(!) Un-
gleichungen, das es (in den Variablen x und y) zu losen gilt:

Ax < b
- ATy = ¢

c'x + bly = 0
y =20
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3.1.3. Gleichheitsrestriktionen. Bei linearen Gleichheitsrestriktionen Ax = b
vereinfachen sich auch die KK'T-Bedingungen. Wir haben schon bei der Diskussion
implizierter Ungleichungen bemerkt, dass eine Gleichheitsrestriktion einer Multi-
plikation mit einem im Vorzeichen unbeschrinkten Skalar ¢ entspricht.

Also erhalten wir fiir das Problem
min f(x) sd. Ax=Db

xeF
das KKT-System

Ax = b
-Vfx) = y'A

3.1.4. Ein quadratisches Problem. Man sucht einen Punkt p in dem Polyeder
P(A,b) mit dem kiirzesten Abstand zum Ursprung:

min [|x|> sd. Ax <b.
xeR”

Die dquivalente Zielfunktion f(x) = %[|x/> = 3(x”x) ist konvex und hat den
Gradienten

V)= (21,...,2,) = x°
Nach den KKT-Bedingungen ist also das folgende (nichtlineare!) System zu 16sen:

Ax b

< _
xI' = yT4 dy < b
y > 0 Y z 0

wobei A = —AAT,

Auch hier ist die Situation bei Gleichheitsrestriktionen Ax = b wesentlich einfa-
cher und fiihrt auf die KKT-Bedingungen

Ax = b —

BEMERKUNG. (7) ist ein lineares Gleichungssystem und somit leicht zu losen. Je-
doch ist bei echten Ungleichungen die Losung von (6) in der Praxis eine alles
andere als triviale Aufgabe.

OPTIMIERUNG OHNE NEBENBEDINGUNGEN. Sei f : F — R auf der offenen
Menge F C R definiert und konvex. Dann ist bei jedem Punkt x* € F jedes(!)
d € R eine zulédssige Richtung. Also folgern wir aus Satz 1.5:

KOROLLAR 1.1. Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir jedes x* € F:
f(x*) = mig fx) <= Vfx") =0
x€
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3.1.5. Das Regressionsproblem. Man sucht die ,beste” Losung des linearen
Gleichungssystems

Ax=Db

zu bestimmen. Das soll heissen, man sucht eine Lésung des Problems

mliRn [b— Ax|? = b?b — 2bT Ax + xT AT Ax.
xeR™

Setzen wir ¢! = b” Aund Q = AT A, dann ist das Problem Aquivalent mit

Q = AT A ist positiv semidefinit und folglich f konvex. Also finden wir:

e x € R" 16st das Regressionsproblem genau dann, wenn gilt:

Qx=c bzw. ATAx = ATb.

Das Regressionsproblem reduziert sich also auf das Losen des linearen Gleichungs-
systems (Jx = c.

BEISPIEL 1.8 (Interpolation). Seien von f : R — R nur die Werte y; = f(t;) bei
den Stiitzstellen t1, . . . , t,, bekannt. Man sucht eine Linearkombination

F&)y=>a;f;(t)
j=1

von gegebenen Funktionen f1(t), ..., fm(t), die f an den Stiitzstellen bestmdoglich
interpoliert. D.h. man will die beste Losung (in den Unbekannten ay, ..., ay) des
linearen Gleichungssystems

arfi(t) + azfe(ty) + + anfu(tt) = w0
arfi(tz) + azfa(tz) + + anfu(ts) = 1o
afiltn) + axfaltn) + oo + aufaltm) = ym

Im Fall { f1(t), f2(t)} = {1, t} spricht man auch von linearer Regression und nennt
f(t) = a1 + ast

die Regressionsgerade. Im Fall {f1(t), f2(t), f3(t)} = {1,t,*} erhilt man das
quadratische Regressionspolynom

f(t) = a1 + ast + ast®.
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3.1.6. Nichtkonvexe Zielfunktionen. Sei F C R™ offen und f : F — R stetig
differenzierbar (aber nicht notwendigerweise konvex). Dann gilt die obige KKT-
Analyse des Optimierungsproblems mit linearen Nebenbedingungen

(8) inelg f(x) sd. Ax<b

nach wie vor — mit einer Ausnahme:

o Wenn Konvexitdit nicht garantiert ist, konnen wir nicht beweisen,
dass die KKT-Bedingungen hinreichend fiir Optimalitdt sind.

Also:

SATZ 1.7. Wenn x € F eine Optimallosung von (8) ist, dann muss es notwendiger-
weise einen Parametervektor’y geben, sodass das Paar (x,y) die KKT-Bedingungen
erfiillt.

o

3.2. Der Optimierungsansatz von LAGRANGE. LAGRANGE betrachtet ein
allgemeines Optimierungsproblem der Form

9) min f(x) sd. g1(x) <0,...,gm(x) <0,
xeF
wobei Funktionen f, g1,...,9m : F — R als gegeben voraussgesetzt werden. Die

Restriktionsfunktionen g; werden zur einfacheren Notation oft in die vektorwertige
Funktion g : F — R"" mit

gm (%)
zusammengefasst, sodass man (9) in der folgenden Form schreiben kann

;Iéi]r_}f(x) s.d. g(x) <o0.

BEISPIEL 1.9. Lineare Nebenbedingungen Ax < b ergeben im obigen Modell
g(x) = Ax —b.

LAGRANGE versucht, die Aufgabe (9) auf ein Optimierungsproblem ohne Neben-

bediungen zuriickzufiihren. Dazu fiihrt er fiir jede Nebenbedingung g;(x) < 0 eine

Straftgrosse y; (den sog. LAGRANGEschen Multiplikator) ein, die aktiv wird, wenn
die Nebenbedingung verletzt wird.

Man betrachtet also die Lagrangefunktion
m
L(x,y) = f(x) + > _yigi(x) mit y >0
i=1

und fragt, unter welchen Umstédnden das folgende gilt:
(10) min {L(x,y) | x € R"} = min {f(x) | g(x) <0} .



28 1. KONVEXE MENGEN UND FUNKTIONEN

3.3. Allgemeine KKT-Bedingungen. Sei x* € R" beliebig. Dann gilt (unter
der Annahme, dass die Funktionen f, g1, ..., gn, stetig differenzierbar sind):

(1) y'g(x*)
(2) L(x*,x)

0 = LK,y)=/fx)
m)inL(x,y) = VxL(x",y)=0.

Im Fall g(x*) < 0 ist die Eigenschaft y”g(x*) = >_I" | y;g(x*) = 0 einfach die
komplementire Schlupfbedingung:

¥y >0 = gEx)=0 (i=1,...,m).

Die zweite Bedingung ergibt die Gleichung
m
VaL(x",y) = VI(x*) + Y _5iVgi(x") = 0.
i=1

Zusammengenommen erhalten wir die sog. allgemeinen KKT-Bedingungen:

g(i)) < 0

y gx) = 0

(11 “Vix) = y'Vex)
y > 0

VORSICHT: Im Gegensatz zur konvexen Optimierung unter linearen Nebenbedin-
gungen ist bei allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproblemen das Erfiilltsein
der KKT-Bedingungen weder hinreichend noch notwendig fiir Optimalitét!

TROTZDEM: Die Erfahrung zeigt, dass ein KKT-Punkt (x*, y*) oft eine sehr gute
Losung ergibt. Deshalb ist die Strategie vieler Algorithmen fiir nichtlineare Pro-
bleme:

e Suche ein Punktepaar (x*,y*), das die KKT-Bedingungen erfiillt.

BEISPIEL 1.10. Die Lagrangefunktion des linearen Programms

min ¢/’x sd Ax<b
x€R?

ist (mit g(x) = Ax — b):
L(x,y) =c'x+y"(Ax —b) =c'x +y"b —y' Ax.

Wegen Vg(x) = Aund V f(x) = c! erhalten wir die uns fiir lineare Programme
schon bekannten KKT-Bedingungen. (Nachrechnen!)

BEISPIEL 1.11. Die allgemeinen KKT-Bedingungen fiir das (nichtlineare und nicht-
konvexe!) Optimierungsproblem

min_ zyz sd 2 4+yP+22=1
z,y,2€R
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ergeben sich (mit f(x,y,2) = xyz und h(z,y,z) = 2% + y> + 22 — 1) als
h(z,y, z) = 0
Ah(z,y, 2) = 0
Vf(z,y,z) + AVh(z,y,z) = (0,0,0).
A ist hier ein (wegen der Gleichheitsrestriktion h(x,y,z,) = 0) im Vorzeichen
nicht beschrinkter reeller Parameter.

4. Dualitit
Seien X und Y beliebige Mengenund L : X XY — R sei eine beliebige Funktion.
Wir nehmen an, es gibt zwei Akteure P und D folgender Art:

(P) P will L durch Wahl eines z € X minimieren.
(D) D will L durch Wahl eines y € Y maximieren.

(z*,y*) € X x Y heisst Sattelpunkt von L, wenn fiir alle z € X und y € Y gilt:
L(z",y) < L(z",y") < L(z,y").

BEMERKUNG. In der Sprache der 6konomischen Spieltheorie liegt hier ein sog.

Nullsummenspiel mit 2 Personen vor. Ein Sattelpunkt (z*, y*) heisst dann Nash-

Gleichgewicht mit folgender Interpretation: Wahlt P die Aktion x* € X, dann
kann D nichts besseres tun als zu y* € Y zu greifen (und ebenso umgekehrt).

Die Suche nach einem Sattelpunkt (Nash-Gleichgewicht) stellt sich fiir den Opti-
mierer so dar:

Wir definieren Funktionen L : Y - RU{—oco} und Ly : X — RU {+o0}:

Li(y) = min L(2',y) und Ls(z) = max L(z,y').
a’eX yey

Offensichtlich gilt immer
Li(y) < L(z,y) < La(x).

Aus der Definition ergibt sich ausserdem sofort:

’ (z*,y*) ist ein Sattelpunkt <= Li(y*) = La(z¥). ‘

Primale und duale Probleme. Ist (z*, y*) Sattelpunkt, dann gilt
Li(y*) = L d Lo(z*) = min L ().
1(y") =maxLiy) und  Ly(2") = min Ly(x)

Wir interessieren uns deshalb fiir das sog. primale Problem

12 inL = mi L :
(12) min Ly(z) = min max (,y)
Analog ist das zugehorige duale Problem definiert:

1 Li(y) = in L(z,y).
(13) max 1(y) max min (2, y)
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Schwache und starke Dualitiat. Unter der Dualitéitsliicke versteht man die Diffe-
renz

e = minLy(z) — max L1 (y)
x y

= minmax L(z,y) — maxmin L(z,y) > 0.
T y y T

Die Eigenschaft ¢ > 0 der Dualitétsliicke heisst auch schwache Dualitditseigen-
schaft. Im Fall € = 0 spricht man von der starken Dualitdtseigenschaft.

BEOBACHTUNG: Existiert ein Sattelpunkt, so ist die Dualititsliicke null.

4.1. Dualitit bei Optimierungsproblemen. Die Lagrangefunktion des all-
gemeinen Optimierungsproblems (9),
L(x,y) = f(x) +y g(x),
ist eine spezielle Funktion L : X XY — R mit X = 7 und Y = R'". Offenbar
haben wir

La(x) = mgacL(x,y) <400 <= g(x)<0.
y>

Beim Minimieren von Ly (x) geniigt es also, sich auf solche x € F zu beschrénken,
die der Nebenbedingung g(x) < 0 geniigen. Andererseits sicht man sofort:

g(x) <0 = Ly(x)=L(xy).
Folglich ergibt sich:
LEMMA 1.8. Das Optimierungsproblem (9) hat entweder keine zuldssige Losung
oder ist dquivalent zum primalen Problem:

min{f(x) | x € 7, g(x) < 0} = minmax|f(x) + v g(x)].

Das duale Problem lésst sich nicht so einfach auf das urspriingliche Optimierungs-
problem zuriickfiihren. Es liefert aber (in der Praxis oft sehr niitzliche!) Untergren-
zen fiir den Minimalwert der Zielfunktion.

LEMMA 1.9 (,,Schwache Dualitéit*). Seiy > 0 beliebig. Dann gilt
min[f(x) +y' g(x)] = Li(y) < min{f(x)|x € F,g(x) < 0}.

BEMERKUNG. Viele Optimierungsprobleme haben eine Dualititsliicke € > 0 (d.h.
keine starke Dualitdt und somit auch keine Sattelpunkte). Lineare Programme bil-
den eine wichtige Ausnahme: Starke Dualitdit ist immer garantiert.
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4.2. Dualitit bei linearen Programmen. Wir betrachten
Lix,y)=clx+yT(Ax —b) = —y'b+ (y' A+ D)x.
Das primale Problem ist hier dquivalent zu dem linearen Programm

(14) min ¢/x sd. Ax <b.
xeR”

Bzgl. des dualen Problems iiberlegt man sich zunéchst fiir jedes y > 0:

Li(y) = )Eré]iRr}l L(x,y) = —oo wenn (ylA+cl) #07.

Beim Maximieren von Lj(y) darf man sich also auf solche y beschrinken, die

¢! = — ATy ergeben. Somit erhilt man
(15) max(—b)ly sd —ATy=c.
y=0

Die schwache Dualitit bedeutet hier fiir jedes y > 0 und jedes x € R" mit der
Eigenschaft Ax < b:

—Aly = = -bply<cx

Wir wissen, dass Optimallosungen linearer Programme durch die KK'T-Bedingungen
charakterisiert sind. In der Sprache der Dualtitdtstheorie bedeutet dies:

SATZ 1.8 (Dualitdtssatz der linearen Programmierung). Genau dann ist eine zuldssi-
ge Losung x des linearen Programm (14) optimal, wenn eine zuldssige Losung y
des dualen Problems (15) existiert mit der Eigenschaft

—bly =c’x.

BEMERKUNG. Satz 1.8 ist auch unter der Bezeichung ,,Hauptsatz der linearen Pro-
grammierung bekannt.

4.2.1. Das lineare Produktionsmodell. Wir gehen von einer Situation aus, wo
Bedarfsgiiter der Typen P, P», ..., P, produziert werden sollen. Dazu miissen
Rohstoffe Ry, ..., R,, verwendet werden. Die 6konomischen Produktionsparame-
ter seien

a;; = bendotigte Menge von R; zur Produktion einer Einheit von P;
¢; = Gewinn pro Einheit bei Produktion von P;

b; = Anzahl Einheiten von R; im Vorrat
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Das Ziel der Gewinnmaximierung ergibt den optimalen Produktionsplan als Opti-
mallésung des folgenden linearen Programms:

max cxr; + e +  cprn
s.d. ayjixr1 + - +  apxrn < b
(16) : :
AmiT1 —+ ... + s < by
Tly-ne, Ty > 0

Welchen Marktwert haben die Rohstoffe I2;? In einem stabilen Markt kann man
unterstellen:

e Die Rohstoffpreise y; haben die Eigenschaft, dass durch eine Umwand-
lung der Rohstoffe in Produkte P; kein hoherer Erlos als c; erzielt wer-
den kann.

(Sonst wiirde ja jedermann mdglichst viele Rohstoffe kaufen und eine eigene Pro-
duktion errichten wollen. Dadurch wiirden wiederum die Rohstoffpreise explodie-
ren.) Also erfiillen die y; die linearen Restriktionen

a1y + .- + amiym =

ampyt + ... + AGmnlYm = Cn.

Der Mindestmarktwert der Rohstoffe ergibt sich folglich als Optimallosung eines
linearen Programm:s:

min by, + cee +  bnym
sd. apyr + . + @m1Ym = @
(17) :
aipyr + s + GmnYm = Cn
Yi,- - Um Z 0

Problem (16) ist in Matrixschreibweise
max c'x s.d. [A} x < [b}
Das dazu duale Problem ist
min y’b sd. y’A—z'I=c", y>0,z>0.
Wegen z > 0 ist letzteres aber dquivalent zu (17):
min b’y sd. ATy >c,y >0.

BEMERKUNG. Die optimalen Parameter 47, . . ., y;,, die sich aus (17) ergeben, sind
die sog. Schattenpreise der Rohstoffe Ry, ..., Ry,.
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Fundamentale Algorithmen

Viele der iiber konvexe Mengen und Funktionen bewiesenen Aussagen sind reine
Existenzaussagen und somit zundchst einmal nur theoretisch. Fiir den praktischen
Umgang mit Optimierungsproblem braucht man Algorithmen, die einem erlauben,
die theoretisch existierenden Grossen auch zu berechnen. Wir diskutieren hier ei-
nige fiir die mathematische Optimierung wichtige fundamentale Algorithmen.

Im Mittelpunkt stehen Algorithmen, die Losungen linearer Ungleichungssyste-
me berechnen. Wie man von den KKT-Bedingung weiss, geniigt dies, um Opti-
mallosungen linearer Programme berechnen zu konnen.

MAN BEACHTE: Ein lineares Ungleichungssystem Ax < b lisst sich typischer-
weise nicht mit dem Gauss’schen Algorithmus losen!

1. Zeilen- und Spaltenoperationen

Sei A € R™*"™ eine Matrix. Wendet man die fundamentalen Operationen der li-
nearen Algebra auf die Zeilenvektoren von A an, so spricht man von elementare
Zeilenoperation. Sie sind:

e Multiplikation eines Zeilenvektors aZT mit einem Skalar y; # 0;
e Addition eines Zeilenvektors a] zu einem Zeilenvektor a? .

Bekanntlich 14sst sich eine elementare Zeilenoperation algebraisch als Produkt P A
mit einer (von links multiplizierten) invertierbaren Matrix P beschreiben. Das Pro-

dukt APT (mit der von rechts multiplizierten transponierten Matrix P”) beschreibt
die analoge elementare Spaltenoperation.

Unter einem (r, k)-Pivot verstehen wir die Folge von elementaren Zeilenoperatio-
nen:

(1) Dividiere Zeile r durch a,.x;
(2) Subtrahiere jeweils das a;x-fache der neuen Zeile r von den librigen Zei-
leni # r.

NOTA BENE: Genau im Fall a,j; # 0 ist ein (r, k)-Pivot durchfiihrbar.
33
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2. Elimination nach Fourier-Motzkin

Die Methode von Fourier-Motzkin zur Losung linearer Ungleichungssysteme be-
ruht auf folgender Beobachtung. Zwei Ungleichungen vom Typ

(+Dz1 + apzras + ... +apmr, < b

18
(18) (—Dzx1 + azzrs + ... +agmz, < b

sind dquivalent zu

n n
(19) —by + Z az;x; < xp < by — Z a1;%;.
=2 =2

Ausserdem ist die Ungleichung
n n
(20) —by + Z az;r; < by — Z a1;;.
Jj=2 Jj=2

dquivalent zur Summe der Ungleichungen in (18):

n

2D Z(alj + agj)l‘j < by + bo.
7j=2

LEMMA 2.1. (18) Die Losungen von (18) erhdlt man folgendermassen:

e Man bestimme eine Lisung (x2, ..., xy,) fiir (21)
und ergdnze diese mit einem x1, das (19) erfiillt.

Insbesondere ist (18) genau dann losbar, wenn (21) losbar ist.

Die Idee ist nun, nach der Variablen x; der Reihe nach die librigen Variablen
T3, ..., %y zu eliminieren. Am Ende erweist sich dann das System entweder tri-
vialerweise als unlosbar, weil man einen Widerspruch

0<b <0
abgeleitet hat, oder man kann jede Losung des Endsystems auf eine Losung von

(18) (wie in Lemma 2.1 beschrieben) der Reihe nach zuriickrechnen.

2.0.2. Das allgemeine Verfahren. Wir betrachten das lineare Ungleichungssy-
stem

(22) > ayw <bi (i€1)
j=1

mit endlicher Indexmenge /. Um z.B. z; zu eliminieren, teilen wir I in die Teil-
mengen I, und Iy danach auf, ob der Koeffizient a;; von x; positiv, negativ
oder 0 ist.
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Wir dividieren die Ungleichungen in I, U I_ jeweils durch |a;1| > 0. Damit erhal-
ten wir das dquivalente System

n
(+Dx1 + Za’ijj < W (sely)
j=2

(23) (—Dx1 + Y apa; < b (tel)
j=2
Y aijr; < b (i€
j=2

und bemerken

n n
(24) gg?f(—bﬁéaij%) < = <min (b’s—;a’sﬁj)

Nun ersetzen wir die Ungleichungen in 7, U I_ durch alle Summen von Paaren
und erhalten das System

n
S (dy +ag)e; < Y4b, (s€litel)

(25) =,
Z QaijT; < b; (Z € Io)
=2
SATZ 2.1. (21, ...,xy) ist genau dann eine Losung von (22), wenn gilt
(i) (x2,...,xy) lost das lineare System (25);
(i1) =1 geniigt der Bedingung (24).
o
BEMERKUNG. Die Bestimmung von x; aus einer Losung (z2,...,x,) von (25)

gemdss (24) heisst Riicksubstitution.

Zur Losung des Ungleichungssystems (22) kann man nun so vorgehen:

(1) Man eliminiert der Reihe nach die Variablen z1, ..., x,;

(2) Das Endsystem erkennt man entweder trivialerweise als unzuléssig oder
zuldssig. Im zuldssigen Fall gelangt man vom Endystem der Reihe nach
durch Riicksubstitutionen zu einer Losung von (22).

Mit der Methode von Fourier-Motzkin kann man im Prinzip jedes endliche lineare
Ungleichungssystem in endlich vielen Schritten 16sen. Allerdings ist das Verfahren
in der Praxis oft sehr ineffizient. Denn:

e In einem Eliminationsschritt kann (beim Ubergang von (23) zu (25)) die
Anzahl der Ungleichungen sehr stark wachsen!
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BEMERKUNG. Wie der Gauss’sche Algorithmus beruht auch das FM-Verfahren auf
elementaren Zeilenoperationen: Addition von 2 Ungleichungen und Multiplikation
einer Ungleichung mit einem Skalar. Allerdings werden bei der skalaren Multipli-
kation (im Gegensatz zum Gauss- Verfahren) nur positive Skalare zugelassen.

2.1. Das Lemma von Farkas (in alternativer Form). Nehmen wir an, wir
hitten das FM-Verfahren auf das Ungleichungssystem

Ax <b

angewandt und alle Variablen eliminert. Dann haben wir insgesamt auf der linken

Seite den Nullvektor als nichtnegative Linearkombination der Zeilen von A er-

zeugt. Ist y > 0 der zugehorige Koeffizientenvektor, haben haben wir die Situation
yIAx = 0Tx < y'b.

Genau im Fall y”'b < 0 erweist sich Ax < b als unlosbar.

LEMMA 2.2 (,Lemma von Farkas®). Aufdas lineare Ungleichungssystem Ax < b
trifft genau eine der Aussagen zu:
(D) Ax < b besitzt eine zuldssige Losung X;
(II) Es gibt einen Koeffizientenvektor y mit den Eigenschaften

y >0, y'A=0" undy™b < 0.

(I) und (II) k6nnen nicht gleichzeitig zutreffen. Denny > Ound b — AX > 0
implizieren

0<yTb-4%)=y"b— (y'Ax=y'b-0=y'b.
Ist (I) falsch und somit Ax < b nicht 16sbar, so folgt die Existenz eines y > 0, das

(I) erfiillt, aus dem FM-Verfahren.
o

2.1.1. Anwendung: Stochastische Matrizen. In der Anwendungssimulation be-
trachtet man Systeme, die sich zu jedem (diskreten) Zeitpunkt in einem von n
moglichen Zustinden {Z1,..., Z,} befinden. Wir nehmen an, dass das System
mit Wahrscheinlichkeit

mi; = P’I“(Z]|ZZ)
in den Zustand Z; iibergeht, wenn es vorher im Zustand Z; war. Die entsprechende
Ubergangsmatrix

M = [mw] € R™X™

hat nur nichtnegative Koeffizienten m;; > 0 und Zeilensummen

n
E ms; = 1.
J=1

D.h. M ist eine sog. stochastische Matrix: Alle Spalten sind Wahrscheinlichkeits-
verteilungen.
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Nehmen wir an, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ mit der Wahrscheinlichkeit
m; im Zustand Z; befindet (i = 1,...,n). Dann befindet es sich zum Zeitpunkt
t 4+ 1 mit der Wahrscheinlichkeit

n
7'(';c = Zmikﬂ-i
i=1
im Zustand Zy, (k = 1, ..., n). In Matrixnotation haben wir also:
=M (rm=[r1,..., "), =[r],...,m]).

7 heisst stationéir, wenn 7' = 7. Eine stationdre Wahrscheinlichkeitsverteilung ist
als ein (linker) Eigenvektor von M zum Eigenwert \ = 1.

PROPOSITION 2.1. Die stochastische Matrix M = [m;;] besitzt eine stationdire
Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beweis. Wir setzen A = M7 — I.Tst 1 der Vektor, der in jeder Komponente eine
1 hat, dann geniigt es zu zeigen, dass

Ax=0,x>0,-1"x <0

eine Losung hat. Diese konnen wir dann auf Koeffizientensumme 1 normieren und
erhalten dann das gewiinschte 7.

Nehmen wir an, keine solche Losung existierte. Dann hitte nach dem Lemma von
Farkas das lineare System

ATy < -1 bzw. My <y -1

eine Losung y. Das kann aber nicht sein. Denn fiir 7, = min{y,...,7, } kime
man zu dem Widerspruch

n n
Up—1 2 kaj?j > kaj?k = Yk-
=1 i=1
<&

2.2. Das Projektionslemma. Sei N = {1,...,n} die Menge der Indices des
betrachteten Koordinatenraums und S C N eine feste Teilmenge. Zu einem gege-
benen x € RY bezeichnen wir mit xg die Einschrinkung von x auf die Koordina-
tenin .S.

Ist X C RY eine beliebige Teilmenge, so nennen wir die Menge
Xg={xg|xe X} CR"
die Projektion von X auf den Koordinatenraum R,

LEMMA 2.3 (,,Projektionslemma‘). Die Projektion Pg eines beliebigen Polyeders
P C RY ist ein Polyeder.
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Beweis. Sei P die Losungsmenge des Ungleichungssystems Ax < b. Wir versu-
chen, dieses mit dem FM-Verfahren zu 16sen und elimieren zuerst die Variablen x;
mit Index ¢ € N\ S.Dannist P = {xg | x € P(A,b)} genau die Losungsmenge
des vom FM-Verfahren bis dahin berechneten Ungleichungssystems Ax < b, d.h.

Pg = P(A,Db).

o

2.3. Endlich erzeugte Kegel und Polytope. Wir zeigen, dass endlich erzeug-
te konvexe Kegel und konvexe Mengen immer Polyeder sind.

LEMMA 2.4. Sei V = {vy,...,vir} C R" eine endliche Menge. Dann gilt

(a) Die Menge cone(V') aller konischen Linearkombinationen ist ein Poly-
eder.
(b) Die Menge conv(V') aller Konvexkombinationen ist ein Polyeder.

Beweis. Wir zeigen (a). (Die Behauptung (b) beweist man ganz analog.) Sei
k
P =cone(V) = {Z Aivi | A1y A > 0}
i=1

Wir bezeichnen mit I die Einheitsmatrix und bilden die Matrix V' = [vy,..., V]
mit den Spaltenvektoren v;. Nun betrachten wir die Menge P aller Vektoren (i) €

R"** derart, dass
Iz — Vx

X

0

(26) 0

AV

Pist Losungsmenge eines linearen Systems und somit ein Polyder. P ist die Pro-
jektion von P auf die z-Koordinaten und folglich auch ein Polyeder.
o

NOTA BENE. Mit dem FM-Verfahren kann man eine Matrix B berechnen mit der
Eigenschaft

cone(V) = P(B,0),
indem man einfach die x-Variablen aus dem System (26) eliminiert. Ganz analog
ergibt sich aus dem FM-Verfahren eine Matrix C' und ein Vektor b mit der Eigen-
schaft

conv(V) = P(C,b).

BEMERKUNG. Die Suche nach einer algorithmisch effizienteren Methode als dem
FM-Verfahren zur Berechnung einer Darstellung cone(V') = P(B, 0) (bzw. conv(V') =
P(C,b) ) ist offen.

Mit Hilfe des Projektionslemmas lésst sich ebenso zeigen:
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PROPOSITION 2.2. Die Minkowskisumme S = P + @ zweier beliebiger Polyeder
P,Q C R" ist selber ein Polyeder in R"™.

Beweis. Ubung.
o

2.4. Das Erfiillbarkeitsproblem. Wir rechnen iiber dem Zahlbereich {0, 1}
mit den Operationen

1411 1101

Eine Boolesche Funktion ist eine Funktion ¢ : {0,1}" — {0, 1}. Es ist bekannt,
dass eine Boolesche Funktion (1, ..., x,) in einer sog. konjuktiven Normalform
(KNF) dargestellt werden kann:

o1, ..., xy) = HC’i,
wobei die Klauseln C; die Form haben

Ci=any1 ®...® ainyn mita;; € {0,1} und y; € {z;, 75}

BEISPIEL 2.1. (21, 22,23) = (21 ® x2) © (TT B x2 B x3) O T3.

ERFULLBARKEITSPROBLEM: Man entscheide, ob die per KNF gegebene Boole-
sche Funktion ¢ den Wert 1 annehmen kann. Das heisst: Kann eine Belegung der
Variablen gefunden werden derart, dass jede Klausel C; den Wert 1 annimmt?

Das Problem kann man mit Ungleichungssystemen modellieren. In der K Klausel
Ci = ainny1 + . .. a;nyy ersetzen wir T; durch 1 — z; und haben dann das Problem:
Gibt es eine Losung mit ganzahligen x; € {0, 1} derart, dass

ainy1 + ... QipYyn > 17

BEISPIEL 2.2. Sei C = x9 ®T5 D x7. Dann ist C erfiillbar, wenn es eine ganzzah-
lige (0, 1)-Losung der Ungleichung

zo+(l—x5)+ar>1 «— —wzot+a5—27<0
gibt.
Das Erfiillbarkeitsproblem fragt also nach einer ganzahligen (0, 1)-Losung des aus
allen Klauseln gebildeten Ungleichungssystems.

2-SAT: Das Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Funktionen in KNF, bei denen
jede Klausel hochstens 2 Variablen enthilt.

2-S AT kann mit dem FM-Verfahren effizient(!) gelost werden. Um das einzusehen,
betrachten wir das folgende typische Beispiel:
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BEISPIEL 2.3 (Resolvente).

Ci = x2p D xs —xp — Ts < -1
Cy = T @ x — T —x < 0
C = 24 & ux - xs — x < -1

C ist die sog. Resolvente der Klauseln Cy und Cs. Offensichtlich sind Cy und
Cy genau dann gleichzeitig erfiillt, wenn ihre Resolvente C' erfiillt ist. Im Unglei-
chungssystem entspricht C' der Summe der aus C1 und Cy gewonnenen Unglei-
chungen.

MAN ERKENNT: Die Resolventenbildung resultiert in einer Klausel mit hdchstens
2 Variablen. Insgesamt sind aber nur 2n? solcher Klauseln iiberhaupt moglich.

PROPOSITION 2.3. Wendet man das FM-Verfahren auf ein 2-SAT-Problem mit n
Variablen an, so werden insgesamt hochstens 2n? verschiedene Ungleichungen er-
zeugt.

o

BEMERKUNG. Fiir das allgemeine Erfiillbarkeitsproblem ist beim gegenwirtigen
Stand der Wissenschaft kein effizienter Losungsalgorithmus bekannt.

3. Die Ellipsoidmethode
Wir betrachten das Problem, einen Punkt x einer abgeschlossenen konvexen Teil-
menge C' C R" zu berechnen. Dazu nehmen wir an:

e Es steht eine Subroutine! SEP zur Verfiigung, die bei Eingabe eines
Parametervektors xy € R™ folgendes produziert:
(i) Im Fall x¢ ¢ C eine Ungleichung a’x < b, die fiir alle x € C gilt
aber von x verletzt wird (d.h. alxq > b);
(ii) Im Fall x¢ € C' die Bestitigung, dass x eine zulidssige Losung ist.

IDEE: Man beginnt mit einem Ellipsoid F, das so gross ist, dass es C enthdilt. Man
testet den Mittelpunkt t € E auf Zugehorigkeit zu C. Im Fall (i) (d.h. aTt > b)
ersetzt man E durch ein kleineres Ellpsoid, das die Menge

E(a,b)={xc E|a’x<b} (DC!)

enthdilt und wiederholt den Vorgang bis ein x € C gefunden ist.

3.1. Ellipsoide. Ein Ellipsoid F ist definiert als das Bild der Einheitskugel
B,, C R" unter einer affinen Transformation f(x) = Ax + t, wobei t € R”
beliebig (aber fest) und A € R™*" invertierbar ist:

E={t+Ax|x"x<1}={yeR"|(y - t)'Q ' (y —t) <1},
wobei die Matrix Q = AA” positiv definit ist. t = f(0) ist der Mittelpunkt von E.

leine sog. Separationsroutine fiir C



3. DIE ELLIPSOIDMETHODE 41

LEMMA 2.5. Sei f : R™ — R"™ eine beliebige affine Transformation und S, T C
R"™ beliebige Mengen. Dann gilt:

((a) f(S) ist genau dann ein Ellipsoid, wenn S ein Ellipsoid ist.
b) SCT <« f(S)C (D)

Beweis. Ubung.

3.1.1. Das Lowner-Ellipsoid. Das Lowner-Ellipsoid ist das Bild Ey, der Ein-
heitskugel unter der affinen Transformation fr,(x) = t; + Arx mit

1 n n n
t! =(——.,0,...,0), A =dia , .
L <n+1 ) t g<n+1 Vn? —1 \/n2—1>

LEMMA 2.6. Das Lowner-Ellipsoid Ey, enthdlt alle Punkte x € B,, mit nichtne-
gativer erster Koordinate x1 > 0:

{xeR" |xIx<1l,elx=2,>0} CE}.

Beweis. Ubung.
BEMERKUNG. Man kann zeigen, dass E, das kleinste Ellipsoid ist, das die Menge
{x e R" | xTx < 1,el'x > 0} enthilt.
3.1.2. Das allgemeine Lowner-Ellipsoid. Wir betrachten ein allgemeines El-
lipsoid
E={t+Ax|x'x<1}={yeR(y-t)TQ ' (y —t) <1}
und einen Halbraum H = P(a” b;) # R™ mit by = a’'t (d.h. der Mittelpunkt

t € E liegt auf der zugehorigen Hyperebene). Wir suchen ein kleines Ellipsoid E’,
das die Menge

E(a”,b) ={y € E|a"y < b}
enthilt. Wir nehmen zuerst t = 0 (und somit b = 0) an und setzena’ = —a’ A.
Fir y = Ax hat man dann

aTySO <= ﬁTXZO

Wir setzen ferner ry = a/||al| und erginzen r; zu einer Orthonormalbasis, die wir
als Matrix R = [ri,...,ry] auffassen. Fiir die Variablensubstitution z = RTx
finden wir somit

aly <0 «— alx>0 < efz>0.

Fiir das aus dem Lowner-Ellipsoid E;, abgeleitete Ellipsoid
E' = A(R(EL))
haben wir (wegen RT = R~! und x = Rz) deshalb

BT 0) = {Ax|x€ B,,a x>0}

27) = {ARz|z€ B,,elz>0} C E.
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Im Fall t # 0 leistet natiirlich das Ellipsoid
E'=t+ A(R(EL))

das Gewlinschte.

3.1.3. Aufdatierungsformeln. Es stellt sich heraus, dass man zur Bestimmung
von E’ die Matrix R im vorigen Abschnitt gar nicht explizit berechnen muss: Die
positiv definite Strukturmatrix Q" von E’ kann direkt aus der Strukturmatrix Q
von E und dem Vektor a gewonnen werden. Um dies zu sehen, schreiben wir die
Strukturmatrix das Lowner-Ellipsoids E7y, als

Qr = diag<< n” n” .. n? >

n+1)2'n2—-1""n2-1
2
2
= " I — eleT .
n?—1 n+1
Nun rechnet man

Q = (ARAL)(ARA)T = ARQ.RTA

n2

- AR |T—
n? —1 R[

2

Y 1veleﬂ RT AT
n? T 2 T T AT

= AAT — AReje; R* A

n?—1 n+1
n2 2
— — bb”
n?—1 [Q n+1 }
mit .
b=ARe; = ——+—AATa = _—Qa

|ATall VaTQa

Analog berechnet man den Mittelpunkt von E’ als

t'=t+ b.

n+1
3.2. Volumen. Wir definieren das Volumen einer kompakten konvexen Menge
S C R™ als

vol(S) =  max  |det(vi — vq,...,V, — V)|
V0,V1,...,Vn€

Da det(x1, ..., X,) stetig ist, ist dieses Volumen fiir kompakte Mengen wohldefi-
niert (und endlich). Ausserdem macht man sich (aufgrund des Determinantenmul-
tiplikationssatzes det(A) = (detA)(detB)) sofort klar:

0) SCT = vol(S) <vol(T);

(i) Fiir jede affine Abbildung f(x) =t + Ax gilt

vol(f(S)) = |detA|vol(S) .

BEMERKUNG. Dieser Volumenbegriff ist etwas schwicher als der in der Geometrie
tibliche. Er reicht aber fiir unsere Zwecke vollig aus.
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BEISPIEL 2.4. Sei B, die Einheitskugel. Denn ergibt sich aus der Hadamardschen
Ungleichung

n
|det(v1 — vo, ..., v — vo)| < [ IIvi — voll
=1
die Abschditzung
n
< . — <™
vlB) < | max  J1Ivi=voll <2

Mit dem Volumenbegriff konnen wir abschitzen, wie klein das Lowner-Ellipsoid
E’ im Vergleich zu dem Ausgangsellipsoid E ist. Wegen detR = =+1 erhalten wir

vol(E')  |(detA)(detR)(detAr)|vol(B,) detA
vol(E) [detA[vol(B,) - AL

wobei

n n2 (n—1)/2 1 1 (n—1)/2
detAL_n+1(n2—1> _<1_n+1><1+n2—1>

Mit Hilfe der Ungleichung 1 — z < e” finden wir nun
detA; < e~ 1/(n+1) 'e(nfl)/Q(anl) — e~ 1/2(n+1) - 9=1/2(n+1)

und fassen zusammen:

volE! < 27 1/2(ntl)yol B

3.3. Der Ellipsoid-Algorithmus. Wir nechmen an, dass wir eine Zahl » > 0
kennen mit der Eigenschaft

CCEy={xeR"|x"x<r?.

Wir starten die Ellipsoidmethode mit dem Ellipsoid Ej und iterieren folgender-
massen:

e Verletzt der Mittelpunkt t; des aktuellen Ellipsoids Ej die fiir abge-
schlossene konvexe Menge C' giiltige Ungleichung a” x < b, dann setzen
wir by = a’'t;, und wihlen als Ej,, | das entsprechende Lownerellipsoid

Ek+1 2 Ek(a, bt) D) E(a, b) D) C.

PROPOSITION 2.4. Sei vol(C) > 0. Dann ist nach
K <2(n+1)[n+ nlogyr — log, vol(C)]
Iterationen ein Ellipsoid Ex gefunden mit Mittelpunkt t i € C.
Beweis. Ist nach K Iterationen noch kein zuldssiges tx € C' gefunden, so gilt
wegen C' C Fy:

0 < vol(C) < vol(Eg) < 27 K/2+yo) () < onloe 2r—K/(2(n+1)
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und folglich log, vol(C) < nlogy(2r) — K/2(n +1),d.h
K <2(n+1)[n+ nlogyr — log, vol(C)].
o

Die Endlichkeit des Ellipsoidverfahrens ist nur im Fall vol(C') > 0 von vornherein
garantiert. Oft kann man im Fall vol(C') = 0 dieses Problem mit einem Kniff
umgehen, der am Beispiel endlicher linearer Systeme mit rationalen Koeffizienten
spiter demonstriert wird>.

MAN BEACHTE: Wir haben noch nicht diskutiert, wie man die Ellipsoidmetho-
de tiberhaupt startet (d.h. wie man das erste Ellipsoid der Iterationsfolge wiihlen
sollte! (Das kommt spiter.)

4. Die Methode innerer Punkte

4.1. Vorbemerkung: Newtons Methode. Sei F' : R®™ — R™ eine beliebige
Funktion. Newtons Methode versucht das Nullstellenproblem

F(x)=0

iterativ zu 16sen. Dabei beginnt man mit einem xg € R™ und stoppt im Fall
F(x0) = 0. Andernfalls sucht man nach einem Losungskandidaten Ax fiir die
Gleichung

F(x0+ Ax) = 0.

Den bestimmt man dadurch, dass man das Gleichungssystem linear relaxiert. D.h.
man wihlt eine Matrix A in der Hoffnung

F(XO + h) ~ F(XU) + th
und 16st das linearisierte System
F(Xo) + th =0 bzw. th = —F(Xo).

Ist hg eine solche Losung, so setzt man x; = xg + hgy und verfahrt nun mit x;
genauso wie eben mit x( usw.

Auf diese Weise erzeugt man eine Folge xg, x1, ... von Vektoren. Man stoppt in
Iteration KX, wenn

BEMERKUNG. Obwohl man im allgemeinen (ohne starke Zusatzannahmen) keine
Konvergenzgarantie geben kann, funktioniert die Methode in der Praxis iiberra-
schend gut.

Zeine ausfiihrliche Diskussion der Ellipsoidmethode im Fall vol(C) = 0 findet sich in

dem Buch von Grotschel, Lovasz und Schrijver: GEOMETRIC ALGORITHMS AND COM-
BINATORIAL OPTIMIZATION (Springer 1993)
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BEISPIEL 2.5. Sei f(x) = 2% — 2 = 0 in der Variablen x € R zu losen. Die Wahl
Ay = f'(xy) ergibt
—ZE% + 2 Tk 1

hkzi und l’k+1:l’k+hk:f+f.
2xy 2 Tp

4.2. Die eigentliche Methode innerer Punkte (IPM). Wir betrachten das li-
neare Programm

minc’x sd. Ax=Db und x > 0.

Mits = ¢ — ATy erhalten wir bei 1 = 0 die KKT-Bedingung als

xzjs; = p (j=1,...,n)
Ax = b

(28) ATy + s = ¢
x,s, > 0

Als ersten Ansatz relaxieren wir das System zu einem Gleichungsystem, das im
Geiste Newtons (approximativ) geldst werden soll. Dazu lassen wir einfach die
Ungleichungen x > 0 und s > 0 weg und erhalten das System

zjs; = p (j=1,...,n)
(29) Ax = b
ATy + s = ¢,

das wir nun fiir ein gegebenes i > 0 16sen wollen. Seien Parametervektoren x,y, s
gegeben, welche das folgende Gleichungssystem erfiillen:

Ax = b

(30) ATy + s = c

Dann erfiillen x* = x + Ax, y* =y + Ay und st = s + As das System (29)
genau dann, wenn das quadratische System

AzjAs; + sjAx; + xjAs; = p—sjz; (j=1,...,n)
31) AAx = 0
ATAy + As = 0

erfiillt ist. Als Linearisierung des Systems lassen wir einfach die quadratischen
Terme weg und berechnen Vektoren Ax, Ay und As als Losung von

sjAx; + zjAs; = p—sjxz; (j=1,...,n)
(32) AAX = 0
ATAy + As = 0

Wir wollen nun Bedingungen ableiten, unter denen die Konvergenz zu einer Losung
der tatsdchlichen KKT-Bedingungen garantiert werden kann.

BEMERKUNG. Der Name ,,innere Punkte” kommt daher, dass wir nur mit Losun-
gen X > 0O und s > O arbeiten werden, bei denen alle(!) Komponenten s; bzw.
x; echt positiv sind. (Die Punkte liegen somit immer im Inneren des Nichtnegati-
vitdtsbereichs R’} .)
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4.3. Konvergenzanalyse. Wir schreiben u > 0, wenn alle Komponenten wu;
echt grosser als 0 sind. \/u ist der Vektor mit den Komponenten ,/u;. Das Produkt
uv der Vektoren u, und v ist der Vektor mit den Komponenten u;v;. Wir nehmen
im folgenden x > 0 und y mits = b — Ax > 0 als gegeben an.

LEMMA 2.7. Fiir jedes p > 0 ist (32) losbar.

Beweis. Wir setzen
U = {Vsx'Ax|Ax € ker A}
V = {vxs~lAs|As € lind}

und beobachten dim U = dim(ker A) = n—rgA und dim V' = dim(lin4) = rgA.
Da der Zeilenraum linA der Matrix A das orthogonale Komplement des Kerns
ker A ist, sind auch die linearen Teilrdume U und V paarweise orthogonale Kom-
plemente. Denn

[Vsx—1Ax]TVxs—1As = (Ax)TAs = 0.
Mit1 = (1,1,...,1)T gibtes wegen U @ V = R™ Vektorenu € U und v € V

so, dass

1—
HL— XS =u+v=vVsx1Ax + vVxs—1As
VXs
fiir geeignete Ax € ker A und As € linA, d.h. As = AT Ay fiir einen geeigneten
Vektor Ay € R™,

o
Wir messen die Qualitit einer Lésung mit dem Parameter
1(xs—pul S|
0 =0(x,8,u) =— H = Zlu+v|>
e s = R = v
LEMMA 2.8. Fiir beliebige orthogonale Vektoren u,v € R" gilt:
1
v < Sl + v
Beweis. Wegenulv = 0 gilt |[u—v|? = |[u+v||%. Aus der allgemeinen Identitit
4af = (a+ ) — (a — §)?
folgt 4|u;jvj| = |(u; +v;)? — (u; — vj)?| < (uj +v;)? + (u; — v;)? und somit
Aluv] <4 fujugl < lu+ v [P+ lu = v]* = 2u+ v|*
J
o

SATZ 2.2. Sei > 0und § = §(x,s, ) < 1. Dann gilt

@ x"=x+Ax>0 und s =s+ As > 0.
(b) 6% =o(xF,sT,pu) < 362
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Beweis. Nach Lemma 2.8 haben wir fiir jede Komponente j:
1 1
Az Asy] = fusey] < Juv]) < 5+ vI® = b < /2,

und folglich xjsj =+ Az;As; > /2 > 0. Daraus ergibt sich (b):

2

1||xTst —pul 1| uv 2 1 1
ot= || 220 < = <= Zlu+v|*= =62
Hl Vxtst || /2| T o 4Hu vl 2

Aussage (a) sieht man so ein: Wére xj < 0, dann auch sj < 0 (denn x;rsj > 0).
Das ergibe aber wegen x; > 0 und s; > 0 den Widerspruch

— ) . . . — p.gT T
p=2xjss + xjAs; + s;Ax; = xjs; — sja; < 0.
o

Die Analyse zeigt bisher: Wenn man mit den Vektoren xy > 0 und sg > 0 beginnt
und dann nach Newton iteriert, so gilt
1
50:5()(07507/‘/’) <1 = 5k:5(xkaskwu) < 27k —0
d.h. man hat Konvergenz x;s; — p1 und somit Konvergenz zu einer Lésung von

(28).

4.4. Die erweiterte Methode IPM. Wir betrachten nun die Erweiterung der
Methode, wo in jedem Iterationsschritt zusitzlich p zu 6 mit einem geeigneten
Faktor 0 < 6 < 1 reduziert wird.

Wir nehmen §(x, s, ) < 1 an und beobachten zunéchst
np = (x")TsT = ||[Vxtst|.

Nun rechnet man
2

gt _
S(xt,sT,0) = 1 |xIsT —Oul
HN \/X+S+
1 X+s+—9,u1H2
= |1 —a)vxtst 4 oX 5 2K
Op H( ) Vxtst
1 2 1 xtst — Ou1|?
— (1 - 0)Wxtst ~ (1 oxtst L2 "I
” H( 0)VxTts H +9u (1-0)Vxtst 446 e
)2
_ (199)n+95(x+,5+,u)
1— 2
< (90)71—1—2 (Satz 2.2(b)).

BEMERKUNG. Die dritte Gleichheit folgt aus der Orthogonalitit der Vektoren (,,Satz
des Pythagoras™).
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KOROLLAR 2.1. Sei n > 2. Dann gilt fiir 0* =1 — %
9*
S(xt,sT,0%u) < 5

+ 5 <1:

n—1
o

4.5. Konvergenz. Seien x,S0,/0 S0, dass d(xq,So, o) < 1 erfillt ist, und
€ > 0 fest gewihlt. Dann ist nach K Iterationen des IPM-Algorithmus der mo-
mentane p-Wert (6*)% 1o und es gilt

lim (8*)% o = 0.

K—oo
Der momentane p-Wert ist < €/n nach

K = Ln-ln@J §n-lnu0n
€

9

Iterationen®. Fiir die entsprechende Losung (xk,yK) gilt dann

0<clxy— bTyK = X%SK <e.

Mit anderen Worten:
e X ist eine zuldssige Losung des betrachteten linearen Pro-
gramms und erreicht dessen Optimalwert z* bis auf € genau.

MAN BEACHTE: Wir haben noch nicht diskutiert, wie man IPM tiberhaupt startet,
d.h. wie geeignete Parametervektoren xo > 0 und sg > 0 und ein entsprechendes
Lo gefunden werden konnen! (Das kommt spéter.)

3bei dieser Abschitzung benutzt man wieder die Ungleichung (1 — 1/n)™ < 1/e



KAPITEL 3

Struktur von Polyedern

1. Der Darstellungssatz von Weyl-Minkowski

Wir betrachten ein beliebiges Polyeder P, das sich als Losungsmenge eines endli-
chen Systems von linearen Ungleichungen aZ-Tx < b; (mit Indexmenge I) schreiben
lasst:
P={xecR"|al'x <b,icl}.
Wir betrachten zuerst den Spezialfall
e 0 € P und folglich b; > 0 fiir alle b; € I.

Dividieren wir nun im Fall b; > 0 die entsprechende Ungleichung durch b;, so
erhalten wir ein P definierendes System von Ungleichungen E;TFX < b; mit b; €
{0,+1} es gibt also Matrizen A, B derart, dass

P={xeR" [g}xg H},
wobei 1 = (1,1,...,1)T.
1.1. Die Polare. Unter der Polaren einer Menge S C R™ mit 0 € S versteht
man die Menge
Pl — {x e R" | sTx < 1fiiralles € S}.
T

Ist S endlich und stellen wir uns S7 als die Matrix mit den Zeilenvektoren s’ vor,
dann erkennen wir die Polare als Polyeder

SPt = P(ST,1).
Auf jeden Fall folgt direkt aus der Definition
S C (Spol)pol.

LEMMA 3.1. Sei S C R" konvex und abgeschlossen mit 0 € S. Dann gilt
S = (Spol)pol'

Beweis. Sei S = (SP°')Pol, Wir zeigen S C S per Widerspruch. Sei x € S\ S.
Dann existiert nach dem konvexen Trennungssatz ein Vektor a und ein Skalar b mit
der Eigenschaft

alx >b>als firaleseS.

Wegen 0 € S diirfen wir oBdA b = 1 annehmen. Also gilt a € Spol Aber dann
folgt aus x € S auch a’x < 1 und somit ein Widerspruch.

49
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o

LEMMA 3.2. Sei P ein Polyeder und A und B Matrizen mit der Eigenschaft P =
{x| Ax < 1, Bx < 0}. Dann ist die Polare von P die Minkowskisumme des von
den Zeilenvektoren von A und dem Ursprung 0 bestimmten Polytops und des von
den Zeilenvektoren von B erzeugten konvexen Kegels:

PPl = conv(AT,0) + cone(BT)
Insbesondere ist PP° ein Polyeder (da die Minkowskisumme von Polyedern immer
ein Polyeder ergibt).

Beweis. Ein Vektor c liegt in PP° genau dann, wenn die Ungleichung ¢’x < 1

von dem linearen System
A 1
)%=

impliziert wird. Das ist genau dann der Fall, wenn es Vektoren y,z > 0 gibt mit
der Eigenschaft

cl'=yT"A+2z"B und y'1<1.
Wegen ATy € conv(AT,0) und B”z € cone(B”) folgt dann

ce PP «— ceconv(AT,0) + cone(BT).

1.2. Der Dekompositionssatz.

SATZ 3.1 (Weyl-Minkowski). Genau dann ist eine Teilmenge P C R" ein Poly-
eder, wenn es endliche Mengen V,W C R" gibt mit der Eigenschaft

(33) P = conv(V') + cone(W).

Beweis. Daconv(V') und cone(W) Polyeder sind, ist deren Minkowskisumme ein
Polyeder. Die Bedinung ist also hinreichend. Wir beweisen die Notwendigkeit und
nehmen oBdA P # () an.

Wir betrachten zuerst den Fall 0 € P. Dann kann P in der Form
P={x]|Ax <1,Bx <0}
ausgedriickt werden. Nach Lemma 3.2 ist Q = PP ein Polyeder und wir finden
P (Ppol)pol — Qrel.

Wiederum aus Lemma 3.2 schliessen wir nun, dass P als Minkowskisumme einer
endlich erzeugten konvexen Menge und eines endlich erzeugten konvexen Kegels
ausgedriickt werden kann.

Im Fall 0 ¢ P wihlen wir irgendein t € P und betrachten die Translation (Min-
kowskisumme)
P=P+{-t}
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Wegen 0 € P gibt es endliche Mengen V und W derart, dass

P = conv(V) + cone(W).
Nun verifiziert man leicht fiir V =V + {t} und W = W:
P = conv(V') + cone(W).
o

Aus dem Dekompositionssatz folgt sofort eine wichtige Charakterisierung von Po-
lytopen:

KOROLLAR 3.1. Eine Teilmenge P C R" ist genau dann ein Polytop, wenn es eine
endliche Menge V' gibt mit der Eigenschaft

P = conv(V).

Beweis. Wir haben mit Hilfe des FM-Verfahrens schon die konvexen Hiillen von
endlichen Mengen als Polytope erkannt. Sei umgekehrt P ein Polytop mit der
Weyl-Minkowski-Dekomposition

P = conv(V') + cone(W).

Dann kann W keinen Vektor w # 0 enthalten, da sonst P nicht beschrinkt wire.
Also haben wir P = conv (V).
o

1.3. Dualitiit von Darstellungen. Der Satz von Weyl-Minkowski zeigt, dass
ein Polyeder P zwei einander duale Sichtweisen erlaubt:

IMPLIZIT: P ist Losungsmenge eines endlichen linearen Ungleichungs-
systems Ax < b;

EXPLIZIT: P ist die Menge aller Vektoren (bzw. Punkte), die von den
endlichen Mengen V und W gemass (33) erzeugt werden.

Die Situation verallgemeinert damit die bei linearen oder affinen Teilrdumen A C
R™ bekannte. Einerseits ist A Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
Ax = b. Andererseits gibt es eine endliche Menge S = s1, ..., sy derart, dass A
die Menge aller affinen Linearkombinationen
k
X=MAS1+...+ AgS, mit Z)‘izl
i=1

ist. Die Umrechnung von einer Darstellung zur anderen ist im linearen/affinen Fall
effizient moglich (z.B. mit dem Gauss-Verfahren).

NOTA BENE. Im linearen Fall sind alle minimalen Erzeugendensysteme (Basen)
gleichmichtig. Bei Ungleichungssystemen ist dies nicht mehr notwendigerweise
so!

Im allgemeinen Fall ist die Umrechnung nicht so einfach moglich. Wie der Beweis
des Dekompositionssatzes zeigt, ist im Prinzip eine Umrechnung mit Hilfe des
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Fourier-Motzin-Verfahrens moglich. Diese Methode ist aber nicht effizient. Ein
effizienter Algorithmus fiir das Umrechnungsproblem ist nicht bekannt.

1.4. Diskrete Optimierung und Polytope. Ein Grundproblem der diskreten
Optimierung kann so formuliert werden. Gegeben ist eine Grundmenge E und eine
Gewichtsfunktion w : E — R. Ausserdem sei eine Familie 7 C 2¥ von Teilmen-
gen spezifiert. Man hat nun die Aufgabe

(34) max w(e).

Der Teilmengenfamilie 7 C 2¥ ordnet man folgendermassen ein Polytop zu. Man
reprisentiert jedes I € F durch seinen Inzidenzvektor y € R¥, wobei

(e) = 1 wennec F
XEVET =90 wenn e ¢ F.

und definiert nun

P(F) = conv{xg | F € F} C RF.
Das diskrete Optimierungsproblem (34) wird nun zu dem Problem, die lineare
Funktion mit den Koeffizienten w, = w(e) iiber dem Polytop P(F) zu maximie-
ren:

max WeTe = MAax E wexr(€e) = max E w(e).
x€EP(F) FeF FeF
ecl eclE eck

1.4.1. Das Zuordnungs- und Heiratsproblem. Wir gehen von endlichen und
gleichmichtigen Mengen S und 7" (d.h. |S| = |T'|) aus und betrachten die Menge
aller Paare

SxT={(st)|seS,teT}
Eine Zuordnung (bzw. ein perfektes Matching) ist eine bijektive Abbildung 7 :
S — T'. Wir stellen uns die Zuordnung als Menge von Paaren vor:

M = M(r) = {(s,7(s)) | s € S} C S x T.

M sei die Menge aller Zuordnungen. Das Zuordnungsproblem bzgl. der Gewichts-
funktion w : S x T — R ist nun:
max Z w(s,t)

MeM (s,t)eM

Im Spezialfall w : S x T'— {0, 1} spricht man auch vom Heiratsproblem.

Das Zuordnungspolytop P(M) ist von der Menge M aller Zuordnungen erzeugt.
Wir suchen eine implizite Beschreiben, d.h. ein System linearer Ungleichungen
dessen Losungen x gerade die Punkte in P(M) sind.

Sei x € P(M). Wir bezeichnen die Komponenten von x mit z5. Welche Un-
gleichungen muss x erfiillen? Ist x der Inzidenzvektor eines perfekten Matchings,
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dann gilt sicherlich:

(MoO) Tst > 0 firalle (s,t) € S xT.
(M1) > ,cgzse = 1 firallese S.
(M2) > ,crzse = 1 firallet € T.

Diese Ungleichungen gelten natiirlich auch fiir alle Konvexkombinationen von Zu-
ordnungen und deshalb fiir alle x € P(IM). Es stellt sich heraus, dass sie P(M)
schon vollstéandig bestimmen!

LEMMA 3.3. P(M) = {x € R¥*T | x erfiillt (MO)-((M2)}.

Das Lemma wird hier nicht bewiesen, da es aus sich spiter als Folgerung aus einem
allgemeinen Optimierungsalgorithmus fiir sog. Fliisse in Netzwerken ergeben wird.

BEMERKUNG. Man bemerke, dass es |S|! viele Zuordnungen gibt und diese alle
Ecken von P(M) sind. Zur Beschreibung von P (M) geniigen aber schon 2|S]|
Gleichungen und |S|? Ungleichungen.

1.4.2. Das Rundreiseproblem. Wir gehen von einer endlichen Menge S aus
und betrachten diec Menge £ = S x S. Eine Rundreise (oder aus TSP-Tour) ist
eine Anordnung der Elemente von S

T = 85081-.-,5150,

bei der ausser sy kein Element zweimal auftritt. Wieder stellen wir 7 als Menge
von Paaren dar:

T=T(1)={(s0,51),---,(Sn,50)}

Gegeben eine Distanzfunktion d : S x S — R, definiert man die Linge von T als

mind(7T) <+— max —d(s,t).
TeT TeT

Auch hier kann man natiirlich das entsprechende Rundreisepolyeder P(7") defi-
nieren, dessen Struktur allerdings zum grossen Teil noch ungeklirt ist. Obwohl
sehr viele Klassen von giiltigen Ungleichungen fiir (7)) bekannt sind, ist eine
vollstindige Beschreibung eines der grossen gegenwirtigen offenen Probleme der
Berechenbarkeitstheorie der theoretischen Informatik.
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1.5. Optimierung linearer Funktionen. Wir betrachten das lineare Programm

(35) max c’'x sd Ax<b (A€R™" becR™).
xeR™

Stellen wir den Losungsraum P = P(A, b) nach Weyl-Minkowski in der Form
P = conv(V') + cone(WW)
dar, so sieht man sofort:

(1) Gibt es ein w € coneW mit cI'w > 0, so sind die Zielfunktionswerte
nach oben unbeschrinkt (,,00°).
(2) Gilt c’'w < 0 fiir alle w € cone(WV) und ist V' # (), dann ist
T

maxc X = machV < 00.
xeP vev

Beweis von (2): Es gilt unter den angenommenen Umstéinden

max CTX = max CTX.
x€EP veconvy
Sei V.= {vy,...,vg}und v = Zle 1iv; € coneV ein beliebiges Element.
Dann finden wir wegen z; > Ound ), o = 1:
k k
cl'v = g pictv; < ( max chj) . E (1 = Max CTVj.
—1 j=1,....k =y v;eV
1= 1=

©
Diese Beobachtungen zeigen, dass das lineare Optimierungsproblem in der Theorie
darauf reduziert werden kann:

(i) Stelle fest, ob die Ungleichungsrelation ¢’'w < 0 fiir alle w € W gilt
(dh.obc e P(WT,0) = WP zutrifft);

(i) Wenn ja, 16se das Problem ma‘iq clv.
ve

1.6. Rezessionskegel und polyedrische Kegel. Wir nehmen
P = conv(V') + cone(W)
mit endlichen Mengen V und W # () an. Dann heisst der konvexe Kegel
Py = cone(W)
der Rezessionskegel des Polyeders P. Py hingt nur von P ab.

LEMMA 3.4. Seien A und b beliebig mit der Eigenschaft P = P(A,b) gewdihlt.
Dann gilt
cone(W) = P(A4,0).

Beweis. Im Fall V' = () ist die Behauptung trivial. Ansonsten wiihlen wir zu
w € cone(W) ein v € V und betrachten die Punkte p\ = v + Aw fiir alle A > 0.
Wegen py € P(A,b) finden wir

lim A(Aw) = lim A(Aw) < b — Av
A—00 A—00
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und folglich Aw < 0. Also muss cone(W) C P(A,0) gelten. Angenommen, die
Enthaltenseinsrelation wire strikt: cone(W) C P(A,0). Dann hitten wir (nach
Lemma 3.1) auch bei den Polaren die Beziehung

P(A,0)P°! < cone(W)P.

Es gibt also ein ¢ mit der Eigenschaft c’'w < 1 fiir alle w € cone(WV) aber
¢’z > 1 fiir mindestes ein z € P(A,0). Das kann aber nicht sein. Denn die
erste Relation bedeutet, dass die lineare Funktion f(x) = c’x auf P nach oben
beschrinkt ist:

maxc’! x < max clv + max c'w < +00.

x€P veconv(V) wecone(W)
Die zweite Relation erweist f(x) als auf P unbeschrinkt:

lim c¢’'(v+Xz) = c’v + lim A(cTz) = 4oo0.
A—r00 A—r00

2. Seitenfliichen, Ecken und Facetten

Wir betrachten ein Polyeder P = P(A,b) C R" und eine lineare Ungleichung
c’x < z. Wir nennen die Menge F' C R" eine Seitenfiiiche von P wenn gilt

F={xecP|c'x=2} und PCP(,2).

BEISPIEL 3.1 (Triviale Seitenflichen). Die Wahl ¢ = 0 und z = 0 zeigt, dass P
selber eine Seitenfliche ist:
P={xecP|0'x=0}.
Mit c = 0 und z = 1 erhdilt man die leere Menge als Seitenfliiche von P:
P={xcP|0Tx=1} und PC{xcR"|0"x<1}.

P und 0 sind die sog. trivialen Seitenfliichen von P. Die iibrigen Seitenfliichen
(sofern sie existieren) sind nichttrivial.

Der Punkt v € P heisst Ecke (oder Extrempunkt) von P, Wenn F' = {v} eine
Seitenflache von P ist.
BEMERKUNG. Die Seitenflache F' von P ist selber ein Polyeder, denn F' ist die
Losungsmenge des linearen Systems

—cT'x < —z
Ax < b

Man bemerke, dass aus der Sicht der Optimierung die obige Seitenfliche im Fall
F # () nichts anderes als die Menge der Optimallgsungen des linearen Programms

(36) maxc’x sd. Ax<b

ist.
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2.1. Charakterisierung von Seitenflichen. Die nichttriviale Seitenflache
F={xcR"| Ax <bund c’x = 2}

des Polyeders P = P(A,b) ist die Menge der Optimallgsungen des linearen Pro-
gramms

max ¢/x sd. Ax <b.

Seiy > 0 eine Optimallosung des dazu dualen linearen Programms
min y'b sd. y’A=c",y>o0.

Nach den Bedingungen des komplementédren Schlupfes ist x € P somit genau
dann in F', wenn fiir alle Zeilenindices 7 gilt

y; >0 = aZTx:bZ-.

Sei Apx < by das Teilsystem aller Ungleichungen alx < b; mit g; > 0. Dann
gilt also

F:{:EEP|AFX:bF}.

SATZ 3.2. Eine nichtleere Teilmenge F' C P ist genau dann eine Seitenfliiche des
Polyeders P = P(A,x), wenn es ein (mdglicherweise leeres) Teilsystem Apx <
b gibt mit der Eigenschaft

F:{XEP|AFX:bF}
Beweis. Es ist nur noch zu beweisen, dass die Bedingung hinreichend ist. Im Fall
eines leeren Teilsystems liegt einfach F' = P als triviale Seitenfliache vor.

Ansonsten wihlen wir ¢! als Summe der Zeilenvektoren von Ap und z als Sum-
me der Komponenten von br. Jedes x € P erfiillt dann natiirlich die Bedingung
c’x < 2. Jedes x € F ist somit optimal fiir das lineare Programm

max ¢/x sd. Ax <b.

Jede Optimallosung x* muss ¢/ x* = z und somit Apx* = vbp erfiillen. Also be-
steht F' tatsichlich aus sdmtlichen Optimallosungen und ist damit als Seitenfliche
erkannt.

©

Da Ax < b nur endlich viele Teilsysteme vom Typ Arx < bp gestattet, schlies-
sen wir:

KOROLLAR 3.2. Ein Polyeder P hat nur endlich viele Seitenfiichen.
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2.2. Dimension. Aus notationstechnischen Griinden nehmen wir nun an, dass
das System Ax < b die triviale Ungleichung 07'x < 0 enthilt. Mit Ap bezeichnen
wir die Teilmatrix aller Zeilenvektoren a;fp fiir die gilt

Tx =b; firallex € P(A,b)

a;

und definieren den affinen Teilraum

Ap — 0 wenn P = ()
P~ {xeR"| Apx =bp} sonst.

PROPOSITION 3.1. Ap ist der (eindeutig bestimmte) kleinste affine Teilraum von
R™, der das Polyeder P = P(A,b) enthdilt.

Beweis. Sei oBAA P # (). Nach Definition gilt P C Ap. Wir zeigen, dass jede
lineare Gleichung, die von allen Punkten in P erfiillt wird, notwendigerweise eine
Linearkombination von Apx = bp ist. Also ist Ap die kleinste Losungsmenge
eines linearen Gleichungssytems, die P enthilt.

Sei z.B. c’'x = z eine solche Gleichung. Dann ist jedes x € P Optimallosung des
linearen Programms
maxclx sd. Ax <b.

Seiy > 0 eine Optimallosung des zugehorigen dualen Programms. Dann gilt
ylA=cl.
Ausserdem gilt fiir alle Indizes 7 und alle x € P nach der komplementéren Schlupf-
eigenschaft:
v >0 = aZ-Tx:bi und y’b =z
Also ist ¢© sogar schon ein Linearkombination von A p allein und z ist die entspre-

chende Linearkombintion von bp.
o

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die (affine) Dimension von Ap sich aus
dem Rang von der Matrix A p berechnen ldsst:

-1 wenn Ap = ()
n —rgAp sonst.

dimAp = {

Wir definieren die Dimension des Polyeders P = P(A,b) # () als

’ dimP = dimAp = n—rg(Ap) ‘

Eine nichtleere Seitenfliche F' = {x € P(A,b) | Apx = bp} ist selber ein
Polyeder und hat somit die Dimension:

dimF = n—rg {ﬁﬂ
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2.3. Facetten. Eine Facette eines Polyeders P = P(A,b) ist eine Seiten-
flache F' mit

dimF =dim P — 1.

SATZ 3.3. Sei F eine nichttriviale Seitenfiiiche des Polyeders P = P(A,b). Dann
ist F' ein Durchschnitt von Facetten von P.

Beweis. Sei F' = {x € P | Apx = br}. OBdA konnen wir annehmen, dass
keine der Gleichungen a;x = b; des Systems Arpx = bg von sdmtlichen x € P
erfuillt wird.

Fiir den entsprechenden affinen Teilraum gilt deshalb
A ={xeR"| Apx = bp,alTx =b;} # Ap
gilt folglich dim A4; = dim Ap — 1 = dim P — 1. Also ist die Seitenfliche
Fi={xcPlal'x =0}

eine Facette. F' ist folglich der Durchschnitt aller Facetten F; von P, die man so
aus Arpx = b erhilt.
o

2.4. Ecken. Ein polyedrischer Kegel P(A,0) C R"™ besitzt nur den Nullvek-
tor 0 € P(A,0) als Kandidaten fiir eine Ecke. Genau im Fall rgA = n ist O
tatsdchlich eine Ecke. Anders ausgedriickt:

e P(A,0) besitzt genau dann keine Ecke, wenn P(A, 0) eine Gerade enthilt.
e Wenn der Rezessionskegel P(A, 0) des Polyeders P = P(A, b) nicht 0
als Ecke hat, dann besitzt auch P keine Ecke.

BEMERKUNG. Ein Kegel mit einer Ecke ist ein sog. spitzer Kegel.

SATZ 3.4 (Ecken von Polyedern). Sei V' eine minimale Menge mit der Eigenschaft
P = P(A,b) =conv(V) + P(A,0).
Ist der Rezessionskegel P(A,0) spitz, dann sind alle Punkte v € V' Ecken von P.

Beweis. Seiv* € Vund V' =V \ {v*}. Wir setzen
P = conv(V') + P(A,0).

Aus der Minimalitit von V' folgt nun P’ # P und insbesondere v* ¢ P’ (Be-
weis?). Der Hauptsatz iiber abgeschlossene konvexe Mengen garantiert somit eine
Hyperebene, die v* von P’ trennt. D.h. es gibt einen Parametervektor ¢ mit den
Eigenschaften

o c’'x' < cTv* < 0o fiiralle x’ € P’ und folglich auch

c’'w <0 fiirallew € P(4,0).
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Da P(A, 0) spitz ist, gibt es zudem einen Vektor ¢, mit der Eigenschaft
cf'w <0 firallew € P(A,0) )\ {0}.
Nun wihlen wir € > 0 so klein, dass fiir jedes v/ € V” gilt:
(c+e0)Tv =cIv +e(@V) < v +e(@v).
Jetzt rechnet man leicht nach (Beweis?), dass v* die einzige Optimallosung des
linearen Optimierungsproblems
max (¢ +e¢)Tx sd. Ax <b.

ist. Damit ist v* als Ecke des Polyeders P erkannt.

KOROLLAR 3.3. Jedes nichtleere Polytop ist die konvexe Hiille seiner Ecken.

Beweis. Ein nichtleeres Polytop P = conv(V) = P(A, b) hat den Rezessionske-
gel P(A,0) = {0}, der trivialerweise spitz ist.
o

2.4.1. Basislosungen. Wir interessieren uns fiir nichtnegative Losungen linea-
rer Gleichungssysteme d.h. fiir zuldssige Losungen von linearen Systemen der
Form

(37) Ax=b,x>0
wobei A € R™*™ und b € R™. OBdA diirfen wir hier annehmen, dass A vollen
Zeilenrang hat (d.h. rgA = m). Sei

P={xeR"| Ax=b,x >0}

das Polyeder aller zulidssigen Losungen des linearen Systems (37). Dann besteht
der Rezessionskegel von P genau aus den zulédssigen Losungen von

Ax=0,x> 0.

Wegen x > O ist klar, dass der Rezessionskegel keine Gerade enthalten kann (und
folglich spitz ist). P ist also entweder leer oder enthilt Ecken. Eine Ecke v € P
heisst auch Basislosung von (37).

Die Terminologie erklirt sich sofort so. v ist eindeutige Losung eines Teilsystems
von (37) mit Rang n. Wegen rgA = m muss die Basislosung v also auf einer
Teilmenge N von mindestens |N| > n — m Indizes j die Bedingung

v;i=0 (jeN)

erfiillen. Sei B die Menge aller iibrigen Indizes und Ap die Einschrinkung von A
auf die B entsprechenden Spalten. (Nach Indizes on in B bzw. N geordnet) ist v
ist die eindeutige Losung von

ABVB =b und VN = ON.
Also muss Ap vollen Rang m besitzen. Mit anderen Worten:

o Ap ist eine Basis fiir den Spaltenraum von A.
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TERMINOLOGIE: B ist die Menge der Basisindizes und N die Menge der Nicht-
Basisindizes bzgl. der Ecke v.

Wir halten fest:

SATZ 3.5. Das lineare System (37) hat entweder keine zuldssige Losung oder (min-
destens) eine zuldissige Basislosung.
o

KOROLLAR 3.4 (Satz von Carathéodory). Sei X C R? eine beliebige nichtleere
Menge von Vektoren und z € conv(X). Dann lisst sich z als Konvexkombination
von hochstens d + 1 Vektoren aus X darstellen.

Beweis. Ubung. (Hinweis: Existenz von zulissigen Basislosungen.)

2.4.2. Konstruktion von guten Basislosungen.

PROPOSITION 3.2. Sei x(©) > 0 eine Losung von Ax = b und c ein beliebiger
Parametervektor. Dann gilt
entweder

(@) min{c’x | Ax =b,x >0} = —
oder

(b) man kann leicht (in weniger als n Schritten) eine zuldssige Basislosung
x* mit cI'x* < cT'x©) konstruieren.

(0)

Beweis. OBdA diirfen wir bei allen Komponenten ;" > 0 annehmen (sonst
ist die jte Spalte in Ax = b iiberfliissig.) Wir wollen x* iterativ in hochstens n
Schritten konstruieren und I6sen im ersten Schritt das lineare Gleichungssystem

cf'd = -1
Ad = 0

Falls eine Losung d existiert, dann gilt A(x(®) + Ad) = b und
x4 ) = c"x® = —\ fiiralle A > 0.

Ist zusitzlich x(© + Ad > 0 immer garantiert, dann haben wir (a) vorliegen. An-
sonsten gibt es einen Index j; und ein A; > 0 mit

2P 4 ad;y =0 und 2”4 nd; >0 (G #£).

Wir setzen x(1) = x(0)
x(1) wie eben mit x(©)

+ A1d, entfernen Spalte j; aus Ax = b und verfahren mit
usw.

Falls keine Losung d existiert, liegt ¢’ im Zeilenraum der Matrix A. Folglich ist

c’'x = ¢x(® konstant auf der Menge der zulissigen Losungen x. Es geniigt also,

eine beliebige zulidssige Basislosung x* zu konstruieren.
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Wir wiihlen deshalb einfach ein d € ker A\ {0} und berechnen x(!) (entweder mit
d oder mit —d) wie oben. Existiert ein solches d nicht, dann sind alle Spalten von
A linear unabhingig, d.h. x(9) ist schon Basislsung.

o

3. Rationale lineare Systeme

Ein Polyeder P C R" heisst rational, wenn P mit rationalen Parametern prisen-
tiert werden kann. Das ist auf zwei Arten moglich:

e Angabe einer Matrix A € Q"> und eines Vektors b € Q™ so, dass
P =P(ADb);

e Angabe von endlichen Mengen von Vektoren V, W C Q" so, dass P =
conv(V') + cone(W).

Wir haben gesehen, dass alle Rechnungen (insbesondere Umrechnungen von Dar-
stellungen) bei Polyedern im Prinzip mit dem Fourier-Motzkinschen Verfahren
moglich sind. Das beruht nur auf den folgeden Operationen:

e Multipikation mit einem positiven Skalar;
o (Komponentenweise) Addition von Vektoren.

Diese Operationen fiihren nie aus dem Skalarbereich Q heraus. Kurz gesagt:

’ Séamtliche Kenngrossen rationaler Polyeder sind rational

Eine einfache (aber wichtige) Beobachtung ist die, dass bei einem rationalen Po-
lyder P = P(A,b) sowohl die Koeffizienten a;; von A als auch b; von b als
ganzzahlig angenommen werden diirfen. Wenn man ndmlich eine Ungleichung

aj1x1 + %2 + ... + a;jry, < b;

mit rationalen Koeffizienten a;;,b; € Q mit deren gemeinsamem Hauptnenner
multipliziert, erhdlt man eine ganzzahlige Ungleichung

a1 + AT + . .. + 4z, < b (a;j, b € Z)

mit derselben Losungsmenge. Wir werden deshalb bei rationalen Polyedern P =
P(A,b) immer A € Z™*™ und b € Z™ annehmen.

3.1. Komplexitiit rationaler linearer Systeme. Sei A = [a;;] € Z™*" und
b € Z™. Wir setzen

v =~(A,b) = min{k € N | |a;;| < 2¥, |b;| < 2* fiir alle 7, j}

und nennen -y die (numerische) Komplexitit des linearen Ungleichungssystems
Ax < b.

BEMERKUNG. (A, b) ist in etwa die Anzahl der Stellen, die benédtigt werden, um
die Koeffizienten von A und von b in Binérdarstellung auszudriicken.
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Sei z.B. v eine Ecke von P(A,b). Dann existiert ein Teilsystem Ax < b aus n
Ungleichungen derart, dass v durch die Gleichung Av = b eindeutig bestimmt ist.
Nach der Cramerschen Regel ergeben sich die Komponenten als

 de(AY)

det(A)

wobei man Z(i) aus A erhilt, indem man die ite Spalte durch b ersetzt. Ganzzah-
ligkeit ergibt |detA| > 1. Mit v = (A, b) erhalten wir somit aus der Determinan-
tenformel

i < Jdet(AD)) < S )l < a2

und daraus (wegen n! < n')

(38) |U1‘ < on log, noyn _ 2n('y+10g2 n)

Insbesondere ist der euklidische Abstand von v vom Ursprung hochstens

n
Z "Ui‘Q < n(2n('y+10g2 n))2 — \/EQTL(’Y-HOEJQ n)
=1

Ebenso erhilt man auch eine Abschétzung von unten:

1

- | > >
(39) v; =0 oder [v;]> detA| = gn(y+logy n) °

3.2. Volumina rationaler Polytope. Wir nehmen an, P = (A, b) ist ein Po-
lytop mit vol(P) > 0. Es gibt deshalb n + 1 affin unabhéngige Ecken vy, ..., v,
mit der Eigenschaft

Vg ... Vp

VOl(P)Zdet[l 1]‘

sei d; der Nenner der Komponenten von v; (nach der Cramerschen Regel). Da die
Zihler ganze Zahlen sind, gilt dann

1(P) > L > L\ > 1
YO = dody - d] = \izm S Tn(r oz 7)

Wir halten fest:

e Fiir das rationale Polytop P = P(A,b) gilt entweder vol(P) = 0 oder
VOI(P) > 9—(n+1)n(y+logyn)

e Im Fall vol(P) # 0 kann man mit der Ellipsoidmethode einen konkreten
Vektor t € P(A, b) bestimmen.

UBUNGSAUFGABE: Mit wievielen Iterationen kommt die Ellipsoidmethode im Fall
vol(P) # 0 aus?
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3.3. Losbarkeit rationaler Systeme. Um den Fall vol(P) = 0 zu bewiltigen,
wihlen wir eine grosse ganze Zahl A > 0 und betrachten das modifizierte System

(40) Ax<b+el bzw. AAx<Ab+1
mite = A"lund 1 = (1,1,...,1)T.

LEMMA 3.5. Sei Ax < b ein lineares System mit ganzzahligen Koeffizienten.
Dann kann man A = =1 > 0 so wdhlen, dass gilt:

Ax < b losbar <= Ax <b + <1 losbar.

Beweis. Wir beweisen die nichttriviale Richtung der Behauptung und nehmen an,
dass Ax < b nicht 16sbar ist. Nach dem Farkas-Lemma gibt es dann einy > 0
mit der Eigenschaft

y'A=0" und y'b=-1.
OBdA diirfen wir y als Basislosung annehmen. Es gibt also hochstens n + 1 Kom-
ponenten y; # 0. Fiir diese gilt

Y < 2(”+1)('Y+10g2(”+1)) .

Also schliessen wir
(n + 1)2'y+10g2(n+1))
A

wenn A geniigend gross ist. Wieder nach dem Farkas-Lemma erweist sich dann
auch Ax < b + ¢1 als nicht 16sbar.

yI(b+el) < —1+ <0,

©
Offensichtlich gilt
Ax < blosbar = vol(P(A,b+¢cl) #0.
Folgerung:
e Indem wir bei geeigneter Wahl von A > 0 die Ellipsoidmethode auf

Ax < b + 1 anwenden, konnen wir zumindest testen, ob Ax < b
iiberhaupt eine Losung besitzt.

UBUNGSAUFGABE: Wieviele Iterationen der Ellipsoidmethode muss man hochstens
ausfiihren, um sicher zu wissen, ob Ax < b eine Lisung besitzt oder nicht?

3.3.1. Explizites Losen rationaler Systeme. Um ein rationales System explizit
zu 16sen, formen wir es zuerst in die Gestalt

Ax=b,x >0
mit ganzahligen Koeffizienten um und suchen nun folgendermassen nach einer
zuldssigen Basislosung:
e Entferne eine (beliebige) Spalte aus A und teste, ob das Restsystem noch
l6sbar ist.

(1) Wenn das Restsystem losbar ist, fahren wir in gleicher Weise mit dem
Restsystem fort.
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(i) Wenn das Restsystem nicht 16sbar ist, so tritt die eben betrachtete Spal-
te notwendigerweise in jeder zulidssigen Basislosung auf. Wir markieren
nun diese Spalte und wihlen eine andere Spalte, um wie eben vorzuge-
hen.

e Nach endlich vielen Schritten ist eine zulédssige Spaltenbasis Ap gefun-
den. Die zugehorige Losung kann man nun (z.B. mit dem Gaussverfah-
ren) durch Lésen von

Apxgp=Db
ermitteln.

3.4. Methode der inneren Punkte (IPM). Wir wollen das System
(41) Ax=b, x>0 (A€Z™ " beZm)
16sen'. Falls iiberhaupt eine Losung existiert, dann auch eine zulissige Basislosung
x*, fiir deren Komponenten z; > 0 wir eine ganzzahlige obere Schranke M > 7%

ausrechnen konnen, die wir notfalls in die Restriktionen (durch Einfiihren einer
neuen nichtnegativen Variablen x ) als

r1+xo+...+xn+xpr =M

aufnehmen konnten, ohne das Problem wesentlich zu veriandern. Also diirfen wir
oBdA annehmen, dass der Losungsbereich

P={xeR"|Ax=b,x >0}
von (41) beschrinkt (und damit ein Polytop) ist.
Wir formulieren nun zu (41) das lineare Programm (LP):
min A
sd. Ax — bt + (b—A1)X = 0
1'x + t + A =
(x,t,A) = 0

mit der zuldssigen und strikt positiven Startldsung

(42)

X0 1
vo= |[to]| = |1 ER"+2.
Ao 1

Das dazu duale LP hat offenbar yJ = (07, —1) als zuldssige Lésung mit dem
Schlupfvektor

st =@17,1,2) > 0",
Fiir pg = 1 erhalten wir 6(vo, sg, o) = % < 1 und konnen folglich das LP mit
dem IPM-Verfahren beliebig genau 16sen.

LEMMA 3.6. (41) ist losbar genau dann, wenn (42) eine zuldissige Losung (x,t, \)
mit A = 0 und t > 0 besitzt.

wobei wir oBdA rgA = m < n annehmen diirfen — denn im Fall rgA = n ist die
Losung x = A~ 'b ja schon eindeutig bestimmt
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Beweis. Die Bedingung ist sicher notwendig. Andererseits ergibt sich aus einer
Losung (x,t, A) mit A = 0 und ¢ > 0 die Losung X = x/t von (41).
o

Sei nun v = (A, b) die Komplexitit von A € Z™*" und b € Z™. Wir berechnen
mit [PM eine Losung (x, ¢, \) des LPs mit

1

0<A< on(y+logs n)

und dazu (wie in Abschnitt 2.4.2) eine zuldssige Basislosung (x*, t*, \*) mit Wert
A" < A Gemiss (39) muss dann A\* = 0 gelten (sofern (41) tiberhaupt eine Losung
besitzt).

Gleichzeitig muss aber auch t* > 0 gelten. Denn sonst hitten wir mit dem Vektor
x* > 0 ein nichttriviales Element im Rezessionskegel

{xeR"| Ax=0,x >0}
des Losungsbereichs P gefunden. P wire somit kein Polytop.
UBUNGSAUFGABE: Wieviele IPM-Iterationen sind nétig, bis man das (ganzzahli-
ge) System (41) durch Ubergang zu einer Basislosung von (42) losen kann?

4. Die Simplexmethode

Wir gehen von einem Optimierungsproblem der Form
(43) mine’x sd Ax=b,x>0

aus, wobei die Problemparameter c € R”,b € R™ und A = [a;;] € R™*"
gegeben seien. OBdA nehmen wir an, dass A vollen Zeilenrang m = rgA hat.
Wir stellen uns vor, dass unser Optimierungsproblem gewisse ,,Kosten™ minimieren
will, und beziehen uns deshalb auf c als den Vektor von Kostenkoeffizienten.

Die KKT-Bedingungen lauten

cI'x = bly
Ax = b
ATy < ¢
X > 0

Ein KKT-Paar (x*,y*) liefert gleichzeitig eine optimale Losung des Problems
(44) max y'b sd. yTA<cl.

Wir nennen (43) in diesem Zusammenhang das primale und (44) das duale Pro-
blem. Die zentrale Idee des Simplexalgorithmus ist, die Ecken (d.h. die Basislosun-
gen) der beiden Zulissigkeitsbereiche

P = {xeR"|Ax=Db,x> 0}

P = {yeR™|yTAa<ch)
zu untersuchen. Sei also B = {ry,...,m,} C {1,...,n} eine Indexmenge derart,
dass die aus den entsprechenden Spalten von A gebildete (1m x m)-Matrix Ap eine
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Spaltenbasis von A (bzw. Ag eine Zeilenbasis von A”') ist. Wir nennen oft kurz
auch die Indexmenge B selber eine Basis.

Zur leichteren Notation setzen wir N = {1,...,n} \ B und bezeichnen mit cp
den Teilvektor von c, der nur aus den B-Komponenten besteht efc. Wir ordnen B
die folgenden Kandidaten fiir Optimalldsungen zu:

XeR" mit Xg = Aélb, Xy =0pn.
yeR™ mit yI = CEA;.
Dann gilt auf jeden Fall die Gleichheit

cI'x =chxp +chxy = (ALy) 'xp =5  Agx =§'b.

Ausserdem beobachtet man

Z) xeP <<— xp > 0p.
(Z*) ye P* = ALy < cn.

BEMERKUNG. Wegen rgAp = m ist klar, dass die B zugeordneten Punkte mit den
Koordinaten X und y Ecken sind, sofern sie zu P bzw. P* gehoren.

Ziel ist es nun, eine Indexmenge B (bzw. eine Spaltenbasis A p) zu bestimmen, die
sowohl Zulassigkeit bzgl. P als auch Zuléssigkeit bzgl. P* zur Folge hat. Denn wir
wissen von den KKT-Bedingungen:
e ImFall (i) x€ P (dh. x5 > 0)
und (i) ¥ € P*(dh. e =cT —y7A > 07)
ist X eine primal optimale und y eine dual optimale Losung.

Die ,,Simplexmethode” ist eine Sammlung von systematischen Verfahren, um zu
einer (in diesem Sinn) optimalen Basis B zu gelangen, indem man sich am be-
kannten Gauss-Algorithmus orientiert.

TERMINLOGIE: Ist B eine Basis, A = AEIA und yT = CEZ, dann ist der duale
Schlupfvektor
c=cl —cLA=cl —5TA=c" - chE;lA

der Vektor der sog. reduzierten Kosten. Wir suchen also eine primal zuldssige Basis
B mit nichtnegativen reduzierten Kosten.

4.1. Das Simplextableau. Bezgl. einer Basis B fassen wir die Ausgangsdaten
des linearen Programms in einem Matrixschema zusammen:
z = cl'x 0 cg c%
b = Ax b|Ap An

Nun benutzen wir elementare Zeilenoperationen (genau wie beim Gauss- Verfahren
der linearen Algebra!) um das Schema in die folgende Form zu bringen (wobei
I = A;A p die Einheitsmatrix ist):

05 <y ] _ [ -z

—Z
45) |: b I An a b

b

| Al
—_
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Das Schema (45) ist das Simplextableau zur Basis B. Aus der linearen Algebra
(Gauss-Verfahren) ist nun klar:

(D b=A"'b und A= A;'A.

2) z= CEB und e =T — cgz.
Im Fall b > 0 ist das Tableau primal zuléissig und im Fall € > 07 dual zuldssig.
Das Tableau ist optimal, wenn es primal und dual zuléssig ist.

MAN BEACHTE: In der linken oberen Ecke des Simplextableaus steht der negative
Zielfunktionswert bzgl. der gerade betrachteten Basisvektoren X undy! Um diesen
Schonheitsfehler auszugleichen, findet man in der Literatur das Simplextableau
oft mit den negativen Kostenkoeffizienten angegeben:

0 —cg —c% zZ
b

(Man kann diese zweite Version des Simplextableaus natiirlich auch direkt von der
Darstellung

0 <y
Ip  An

2 —cI'x = 0
Ax = b

her motivieren, wenn man mochte.)

TERMINOLOGIE. Die Variablen x; mit Index ¢ € B heissen Basisvariablen (bzgl.
B). Die x; mit j € N sind die Nichtbasisvariablen.

NOTA BENE. Bei einem Simplextableau gehen wir immer von einer Problem-
formulierung vom Typ (43) aus. Insbesondere unterstellen wir automatisch, dass
sdmtliche Variablen x; nichtnegativ sein sollen.

4.1.1. Zur Erinnerung: Elementare Operationen. Unter einer elementaren Zei-
lenoperation versteht man eine der folgenden Operationen auf den Zeilenvektoren
eines Matrixschemas:

(1) Multiplikation (Division) einer Zeile mit einem Skalar a; # 0.
(2) Addition (Subtraktion) einer Zeile zu einer anderen.
(3) Permutation zweier Zeilen.

Hat man ein Pivotelement ay; # 0 festgewihlt, so kann man durch Zeilenopera-
tionen vom Typ (1) und (2) das Matrixschema so umformen, dass in der Spalte j
der Einheitsvektor (mit Eintrag 1 in der k& entsprechenden Komponente) zu stehen
kommt.

BEMERKUNG. Die Vertauschoperation (3) ist nur fiir das menschliche Auge. Hat
zum Beispiel eine quadratische Matrix A g vollen Rangs vorliegen, so kann man sie
mit elementaren Zeilenoperationen in die entsprechende Einheitsmatrix /5 trans-
formieren. Ohne (3) erreicht man nur eine Transformation, in der zwar die verschie-
denen Einheitsvektoren auftreten — aber nicht unbedingt in der dem menschlichen
Auge dsthetisch gefilligen Diagonalform.
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Dem Computer ist die menschliche Optik — und damit die Vertauschoperation (3)
— vollig egal. Hauptsache: man weiss, in welcher Zeile (Spalte) welcher Einheits-
vektor einer Pivotoperation auftritt.

4.2. Die primale Strategie. Wir betrachten die Zeilenvektoren des Simplex-
tableaus (45):
oy = (?7Ei1; . ,Em)
o = (bi,aﬂ,...,am) (i:].,...,m)
Wir nennen das Tableau lexikographisch positiv, wenn jeder der Zeilenvektoren
a; mit ¢+ > 1 lexikographisch positiv ist. Im lexikographisch positiven Fall gilt
natiirlich insbesondere b; > 0 fiiri = 1, ..., m. Also:
o Fin lexikographisch positives Tableau ist primal zulissig.

Wir nehmen nun im weiteren an:

(i) Das Tableau ist lexikographisch positiv.
(i) Das Tableau ist nicht dual zuléssig, d.h.
es gibt eine Spalte j mit reduzierten Kosten ¢; < 0.

LEMMA 3.7. Enthdilt die jte Spalte A; = A;Aj (im primal zuldssigen Simplex-
tableau) kein positives Element, dann ist das lineare Programm unbegrenzt (und es
ist folglich sinnlos, nach einer ,,Optimallosung® zu suchen).

Beweis. Im Fall A; < 0 betrachten wir ein beliebiges A > 0 und setzen
= A
= bj—a;\ (i€ B)
0 (LeN\{j}):

Man macht sich leicht klar, dass x’ primal zuldssig ist. Der Zielfunktionswert ist
T
c

<

o0~

X

X

~~

x' =ckb — cL AN +¢cjA =cEb+GiA — —oo  (wenn A\ — +00).
o

Im Fall, wo A; mindestens ein positives Element hat, wihlen wir nun ein Pivotele-
ment ay; nach der sog. primalen lexikographischen Regel, d.h. derart, dass gilt
(46) 2k lexmin{ =~ | @ > 0}.

akj Qjj
ZUR ERINNERUNG: Das lexikographische Minimum einer Menge von Vektoren
ist der eindeutig bestimmte kleinste Vektor bzgl. der lexikographischen Ordnung.

Wir pivotieren nun mit @, das Simplextableau, d.h. wir berechnen ein neues Ma-
trixschema mit den Zeilen:
/ =1
o = aij :
/ —

o = ai—aij-afc fiirallei;ék.

Qg

Das neue Schema hat die Eigenschaften
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(1) In der Spalte j steht der Einheitvektor mit a), ;= 1.
(2) In der Spalten ¢ € B\ {k} der alten Basisindexmenge B stehen un-
verdndert die alten Einheitsvektoren.

Damit sieht man:

e Das neue Schema ist genau das Simplextableau zur neuen Basis

B' = (B\ {k}) U{j}.

LEMMA 3.8. Pivotiert man ein lexikographisches Simplextableau mit negativem
reduzierten Kostenkoeffizienten ¢; < 0 nach der primalen lexikographischen Regel,
dann gilt

(1) Das neue Simplextableau ist wieder lexikographisch positiv.
(2) Die Zeile oy des neuen Tableaus ist lexikographisch echt grisser als die
alte Zeile a.

Beweis. Wegen ay; > 0 bleibt die Zeile k lexikographisch positiv:

-1 —
o) = ;O
Ansonsten hat man fiir ¢ # k:
aA .
o = w— Loy (lex. pos., falls @;; < 0)
akj

= Gy " (lex. pos., falls @;; > 0).
aij  dy;
Daraus folgt (1) und im Spezialfall 7 = 0 wegen «; = ¢; < 0 auch (2).
o

4.3. Der Algorithmus. Wenn einmal eine lexikographisch positive Basis zur
Verfiigung steht, dann iteriert man nach der primalen lexikographischen Regel so-
lange, bis man zu einer Basis B gekommen ist, bei der alle reduzierten Kosten
nichtnegativ sind. Eine Optimallosung ist dann gefunden mit

Xg=b und Xy =0yp.

PROPOSITION 3.3. [teriert man nach der primalen lexikographischen Regel, dann
terminiert der Algorithmus nach endlich vielen Schritten.

Beweis. Findet man kein Pivotelement in Spalte A;, dann stoppt man das Iterati-
onsverfahren, weil man weiss, dass tiberhaupt keine Optimalldsung existiert.

Ansonsten erhilt man eine neue lexikographisch positive Basis B’ und ein Tableau
mit einer lexikographisch echt grossere Zeile af,. Da aber ein Tableau vollstinding
von der gerade betrachteten Basis bestimmt ist, bedeutet dies:

e Alle auftretenden Basen sind verschieden.
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Nun gibt es aber nur endlich viele verschiedene mogliche Basen. Also fiihrt man
auch nur endlich viele Iterationen aus.
©

Der Algorithmus in der Praxis. Um den Rechenaufwand zu reduzieren, wihlt
man das Pivotelement a;; > 0 oft nach der vereinfachten Regel

b b;
(47) % — min{=" | @; > 0}.

akj A5
ABER VORSICHT: Bei dieser vereinfachten Regel kann es gelegentlich vorkom-
men, dass eine Basis wiederholt auftritt, der Algorithmus also ,,zykelt*. (In diesem
Fall miisste man dann auch die lexikographische Regel umschalten, um den Algo-
rithmus zu einem Ende zu fiihren.)

BEMERKUNG. Die lexikographische ist nicht die einzige Pivotregel, die Zykeln
unterbindet.

4.4. Die 2-Phasen-Methode. Wie kommt man {iberhaupt zu einer lexikogra-
phisch positiven Basis By, um den Simplexalgorithmus nach der primalen Pivotre-
gel ablaufen zu lassen?

Oft ergibt sich eine solche aus der Problemstellung. Man betrachte z.B. ein LP der
Form
min ¢’x sd Ax < b,x>0

mit nichtnegativem b > 0. )Dieses ist noch nicht die vom Simplalgorithmus er-
wartete Form!) Mit dem Schlupfvariablenvektor

X=b—-Ax>0
erhalten wir nun das dquivalente Problem
mine’x+0"x sd. IX+Ax=b,x>0,X>0,

das sofort auf das lexikographisch positive Simplextableau

0]0T T
b| I A

mit Basismatrix [ fiihrt.

4.4.1. Allgemeine Methode. Wir betrachten nun ein LP der Form
(48) min ¢/x sd. Ax=b,x > 0.

Dabei darf man oBdA b > 0 annehmen. (Im Fall b; < 0 kann man ja einfach die
Zeile i mit (—1) multiplizieren, ohne den Lsungsbereich zu veridndern.) Mit dem
Vektor von Hilfsvariablen

X=b— Ax
betrachten wir das Hilfs-LP

(49) min1’x sd. Ix+Ax=b,x>0,X> 0.
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Bei diesem Hilfs-LP fiihrt die Basis I auf ein lexikographisch positives Simplex-
tableau. (49) kann also mit dem Simplexverfahren in endlicher Zeit geldst werden.
Offenbar gilt

LEMMA 3.9. Das LP (48) besitzt eine zuldssige Losung genau dann, wenn das
Hilfs-LP (49) den Optimalwert 0 aufweist.
o

Bei einer Optimalldsung von (48) mit Zielfunktionswert 0 miissen alle Hilfsvaria-
blen T; den Wert 0 annehmen. Die aus dem Simplexverfahren fiir (48) gewonnene
optimale Basis B* erlaubt dann die Konstruktion einer geeigneten Startbasis By
fiir das Ausgangsproblem (48) in folgender Weise:

o Entferne alle Spalten bzgl. B*, die zu Hilfsvariablen gehoren.

e Erginze die restlichen Spalten in beliebiger Weise zu einer Spaltenbasis
Ap, von A.

o By fiihrt auf ein lexikographisch positives Simplextableau.

4.4.2. Methode. Wenn keine geeignete Startbasis sofort ersichtlich ist, durch-
laufe man die Phase I:

(I) Ausgehend von der Form (48) 16se man das zugeordnete Hilfs-LP (49).

Hat das Hilfs-LP keine keine Optimallosung mit Zielfunktionswert 0, dann STOPP.
Andernfalls starte man nun Phase II:

(IT) Konstruiere gemiss Lemma 3.9 eine lexikographisch positive Basis By
und 16se das tatsdchliche lineare Programm (48) mit der Simplexmetho-
de.

Die 2-Phasen-Methode (+ lexikographische Pivotregel) zeigt:

e Das Simplexverfahren kann grundsitzlich so implementiert werden, dass
es nach einer endlichen Anzahl von Pivotiterationen zu einem Ende ge-
kommen ist.

4.5. Die duale Strategie. Wir nehmen nun an, die momentane Basis B im
Simplexverfahren ist dual zuldssig, d.h. die reduzierten Kosten ¢, sind alle nicht-
negativ (bzw. der Vektor y ist eine Ecke von P*).

Ist Optimalitit noch nicht gegeben, existiert ein b;, < 0. Wir suchen nun ein Pivot-
element @y; (in der k-Zeile der gegenwirtigen Simplextableaus) derart, dass

B' = (B\{k}) U {¢}
wieder eine dual zulédssige Basis ist. Wir wéhlen die Spalte j (und folglich das
Pivotelement ay; < 0) nach der Pivotregel

G

(50) - :max{cﬁ | Ge <o}
Q;j ¢ Ay
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LEMMA 3.10. Gilt ayy > O fiir £ = 1,...,n, dann besitzt Problem (43) keine
zuldissige Losung. Ist der Index j gemdss der Pivotregel (50) bestimmt, dann ist
B’ = (BU{j}) \ {k} dual zuldissig.

Beweis. FEine zuldssige Losung x1, . . ., 2, ist nichtnegativ, also hitte man im Fall
age > 0:

n
0> b= Zakwe > 0,
=1
was nicht sein kann. Sei nun a;; gemiss (50) gewihlt. Datieren wir das Simplex-
tableau wieder so auf, dass die jte Spalte zum jten Einheitsvektor wird, so ergibt
sich die erste Zeile des aufdatieren Tableaus so:
e Subtrahiere ¢; mal die neue Zeile k vom reduzierten Kostenvektor
cl >oT.
Der neue Koeffizient in Spalte £ ist also

/ _ _
Cp = C¢ — Cjape/ag; > 0.

o

BEMERKUNG. Um Endlichkeit des dualen Verfahrens zu garantieren, kann man
wieder die Pivotregel durch eine lexikographische Ordnung verschirfen. Das geht
vollig analog zur primalen lexikographischen Regel und wird deshalb hier nicht im
Detail ausgefiihrt.

4.6. Die revidierte Simplexmethode. Es ist nicht notwendig, immer das ge-
samte Simplextableau zu berechnen. Zu der Basis B C {1,...,n} kann man die
fiir eine Iteration notwendige Information direkt aus den Ausgangsparametern ge-
winnen:

e Berechne b = A;b als Losung der Gleichung Apx’ = b.
e Berechne y” = c:gA; als Losung der Gleichung ALy’ = cp.
Dann erhalten wir fiir die reduzierten Kosten

m
¢ <0 <= c¢j— yTAj <0 dh ¢ < Zyiaij.
i=1
Nun kann z.B. bei der primalen Strategie sofort ein Pivotelement ay; nach der
Regel (47) in der Spalte A; = A;Aj gewonnen und die Basisaufdatierung

B — B'=(BU{j})\{k}
durchgefiihrt werden. Diese frugale Version der Simplexmethode ist als revidierte
Simplexmethode bekannt.
ANWENDUNGSBEISPIEL:

Das Schnittmusterproblem. Es seien Stoffballen der Linge ¢ gegeben. Davon
sollen b; Schnittstiicke der Linge ¢; ( = 1,...,m) gewonnen werden, sodass
insgesamt moglichst wenig Ballen angeschnitten werden.
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Zur Modellierung des Problems definieren wir als Schnittmuster einen Vektor

ay m
mit a; € N und Zaiﬁi < /.

Sei A die Matrix, deren Spalten samtliche moglichen Schnittmuster sind. Mit der
Notation 17 = [1,1,...,1] ergibt sich das Schnittmusterproblem dann in Matrix-
form:

min1”x sd Ax = b,x > 0und ganzzahlig.
Wegen der Ganzzahligkeitsrestriktion ist dieses Problem kein lineares Programm.
Wir betrachten deshalb statt dessen die zugeordnete LP-Relaxierung

(51) min1’x sd Ax=b,x>0,

die zumindest eine Untergrenze fiir den gesuchten Optimalwert liefert. Die Losung
hat typischerweise Komponenten, die nicht ganzzahlig sind. Durch Runden erhélt
man daraus meist eine recht gute praktische Losung.

Da A sehr viele Spalten haben kann, ist ein explizites Auflisten nicht erstrebens-
wert. Wir l6sen (51) darum mit der revidierten Simplexmethode.

Haben wir schon eine Basis B von Schnittmustern gefunden und den entsprechen-
den Vektor y berechnet, so ergibt die Suche nach einem Schnittmuster mit negati-

ven reduzierten Kosten das Problem, ay, ..., a, € N zu ermitteln mit der Eigen-
schaft

m m
(52) 1<) yiai und > ail; <L

i=1 i=1

BEMERKUNG. Problem (52) ist (wegen der Ganzzahligkeitsbedingung) ein sog.
NP-schweres Problem, also theoretisch schwierig. (In der Literatur ist es als Knap-
sack-Problem bekannt.) In der Praxis lésst sich dieses Problem aber sehr gut 16sen.

4.7. Sensitivititsanalyse. Sei B eine primal zulédssige Basis fiir das lineare
System
Ax =Db,x > 0.

FRAGE: Fiir welche Zielfunktionsparameter ¢ € R™ ist die zu B gehorige Ba-
sislosung X optimal?
Wir wissen: B ist optimal, wenn die reduzierten Kosten nichtnegativ sind:

E}C, = CJTV — CCEAE;IAN > 07 bzw. (AJEIA)]:QCB — Inycy < 0p.

Die dieser Ungleichung geniigenden c sind genau die Elemente des polyedrischen
Kegels

P([(A5'AN)", —1In],0).
Man kann daraus ablesen, welche Verdnderungen der Zielfunktionsparameter zu-
lassig sind, wenn man weiterhin die Optimalitit einer gefundenen Losung garan-
tieren will.
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Ist B dual zuléssig bzgl. den festen Zielfunktionsparametern c, so stellt sich dual
die

FRAGE: Fiir welche Restriktionsparameter b € R™ ist die zu B gehorige Ba-
sislosung X optimal?

Wir fragen also, wann b = Aglb > 0 gilt. Wieder erhalten wir die Elemente eines
polyedrischen Kegels:
P(—AR',0).

4.8. Die primal-duale Methode. Wir betrachten ein Paar dualer linearer Pro-
gramme:

min c¢’x max by
Ax = b — Aly <c
x >0

Wir méchten nun das Konzept des komplementiren Schlupfes ausnutzen, um zu
einer Optimallosung zu kommen.

ANNAHME: Wir haben schon (irgend)eine dual zuldssige Losung y zur Verfiigung
und kennen einen Vektor x = [z1, ..., 2,]7 > 0 mit der Eigenschaft

m
$j>0 — yTAj:Zyiaij:cj (jzl,...,n).
i=1
(Z.B. hat x = 0 trivialerweise diese Eigenschaft.) Dann wissen wir vom komple-
mentéren Schlupf: Im Fall Ax = b ist x primal zuléssig und folglich optimal.

Sei o0BdA b > 0. Im Fall b = 0 ist x = 0 optimal. Wir unterstellen deshalb

in: bz > 0.
=1

Sei A die Teilmatrix aller Spalten Aj von A mit der Eigenschaft

m
T
yIA; =" ayyi = ¢
=1

Wir betrachten das zugeordnete linearer Optimierungsproblem

min 17y
(53) Au+Iz = b
u,z > 0

Dieses Problem (53) hat immer [ als primal zulédssige Anfangsbasis und kann somit
mit der primalen Strategie gelost werden. Sei (u*, z*) eine Optimallosung.

Im Fall ¢* = 17z* = 0, ist X = (u*,z*) = (u*,0) primal zulissig fiir das
Ausgangsproblem. Nach Wahl von A erfiillt X die komplementéren Schlupfbedin-
gungen und ist folglich optimal.

Im Fall ¢* > 0 betrachten wir die dual optimale Losung w von (53). Diese erfiillt
¢*=bl'w und ATw <0,w < 1.
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Fiir jede Spalte A, der Ausgangsmatrix A, die nicht zu A gehért, haben wir nach
Definition von A:
Aly < ¢

Also erfiillt der Vektor y’ = y + ew die duale Zulissigkeitsbedingung

ATy' < ¢ fiir ein geniigend kleines ¢ > 0,
aber liefert einen besseren Zielfunktionswert als y:

bly’ = bly + eb?w =bly +e¢* > bly.
Wir kénnen nun in gleicher Weise mit y’ anstelle von y verfahren.
FAZIT: Eine Iteration der primal-dualen Methode liefert entweder eine Optimallosung

(Fall ¢* = 0) oder eine dual zuldssige Losung mit echt besserem Zielfunktionswert
(Fall ¢* > 0).

BEMERKUNG. Es bleibt die Frage, wie man zu Anfang der primal-dualen Methode
ein dual zuldssiges y erhilt. Das hingt von der Matrix A und dem Vektor ¢ ab. Im
Fall ¢ > 0 kann man z.B. trivialerweise mit y = O starten.






KAPITEL 4

Optimierung auf Netzwerken

Wir untersuchen hier spezielle lineare Programme, die eine zusétzliche kombina-
torische (graphentheoretische) Struktur tragen. Nutzt man diese kombinatorische
Struktur aus, kann man die Probleme in der Praxis oft schneller l6sen.

TERMINOLOGIE: Es hat sich eingebiirgert, einen gerichteten Graphen auch als
Netzwerk! zu bezeichnen. Die Begriffsbildungen sind dabei oft entsprechenden
Begriffen aus der Welt elektrischer Netze motiviert. Der Anwendungsbereich ist
jedoch (sehr!) viel allgemeiner.

1. Fliisse, Potentiale und Spannungen

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge
E C V x V. Wir reprisentieren G durch seine (Knoten/Kanten)-Inzidenzmatrix
A = [ay.] € RV*F mit den Koeffizienten

+1 wenne = (w,v) mitw # v
aye=14{ —1 wenne = (v,w)mitw # v
0 sonst.

1.1. Fliisse. Ein Fluss auf GG ist eine Kantenbewertung = : £ — R. Der Fluss
x bewirkt im Knoten v den (Netto-)Durchfluss

51}(1:) = Z L(ww) — Z T(yw) = Zav,e$e-

(w,v) (v,w) ecE

In Matrixschreibweise ergibt sich also fiir den Vektor b € RV mit den Komponen-
ten b, = 0, (x):

b = Ax.

Eine Zirkulation ist ein Fluss x, der bei jedem Knoten v den Nettodurchfluss
d(x), = 0 bewirkt. Also:

x € RY Zirkulation <= x € ker A.

Lfrither kam man dazu mit der einen Silbe Netz aus

77



78 4. OPTIMIERUNG AUF NETZWERKEN

1.2. Potentiale und Spannungen. Ein Potential auf G ist eine Knotenbewer-
tung y : V — R. Zum Beispiel bewirkt ein Fluss z : £ — R das Fluss-Potential
y: V — R mit

Yp = 0p(z) (v eV).

Umgekehrt induziert ein beliebiges Potential y einen Fluss v : £ — R vermoge
der Potentialdifferenz

u(v,w) = y(w) —y(v) firalle (v,w) € E.
In Matrixschreibweise ergibt sich:
(54) u' =yTA

Ein Fluss der Form (54) heisst Spannung auf G. Also:

e Die Spannungen u bilden den Zeilenraum der Inzidenzmatrix A.
e Die Zirkulationen z bilden den Kern der Inzidenzmatrix A.

Da Zeilenraum und Kern einer Matrix orthogonal komplementére Unterriume bil-
den, folgt:

LEMMA 4.1. Jeder Fluss x € R¥ ist die eindeutige Summe einer Spannung u und
einer Zirkulation z auf G: x =u + 2.
o

1.3. Das Flussproblem. Wir nehmen an, dass jeder Kante (v, w) € E eine
nichtnegative Kapazitit c(v,w) zugeordnet ist. Die Knoten v € V seien mit b,
gewichtet. Wir suchen ein (bzgl. b) optimales Potential y so, dass die induzierte
Spannung u die Kapazitdtsschranke c einhilt. D.h.

max E byyy s.d. y(w) —yv) <c(v,w) V(v,w) € E.
y
veV

In Matrix und Vektorschreibweise ergibt sich

(55) maxy’b sd. yTA<ec.
y

Das lineare Programm (55) ist dual zum Flussproblem

(56) minc’x sd. Ax = b,x > 0.

In (56) sucht man einen nichtnegativen Fluss x > 0, der die Durchflussbedingung
Ax = b einhilt und dabei die , Kostenfunktion f(x) = ¢’ x minimiert.
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1.3.1. Losungsstrategie nach der primal-dualen Simplexmethode. Das Fluss-
problem (56) bzw. (55) kann z.B. primal-dual angegangen werden. Bei einem Ite-
rationsschritt (zu einem gegebenen Potential y) entspricht die Matrix A genau den
Kanten e = (v, w) mit der Eigenschaft

y(w) —y(v) = c(v,w) bzw. y(w)=y(v)+c(v,w).
Das Hilfs-LP
minsz Au+z=b, u,z>0
veV

will einen nichtnegativen Fluss u auf dem A entsprechenden Teilgraphen bestim-
men, der die vorgegebenen Knotendurchflusswerte b, moglichst gut erreicht, aber
nicht iiberschreitet. (Diese Idee wird im Algorithmus von Goldberg und Tarjan
(sieche Abschnitt 4 in diesem Kapitel) aufgegriffen.)

NoTA BENE: Die Notationssymbole ,,u” und ,,z*“ beziehen sich im Hilfs-LP ein-
fach auf die entsprechenden Variablen und bedeuten hier nicht allgemeine Spannungs-
oder Zirkulationsvektoren!

1.4. Ganzzahligkeit. Wir beweisen zunichst eine allgemeinere Aussage und
betrachten eine Matrix A = [a;;] mit den Eigenschaften
(UMy) aij € {—1, 0, +1} fiir alle ¢, 7.
(UM3) Jede Spalte von A enthilt hchstens einen Koeffizienten ,,—1“ und hdchstens
einen Koeffizienten ,,+1%.

LEMMA 4.2. Erfiillt die quadratische Matrix A die Bedingungen (NM1) und (NMs),
dann ist A unimodular, d.h. es gilt

detA € {—1,0,+1}.

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iiber die Anzahl der Koeffizienten # 0.
Gibt es in jeder Spalte von A genau zwei Koeffizienten # 0, so sind alle Spalten-
summen 0. Folglich hat A nicht vollen Rang, d.h. detA = 0.

Im Fall detA # 0 diirfen wir somit annehmen, dass mindestens eine Spalte j genau
einen Koeffizienten a;; # 0 besitzt. Entwicklung der Determinante nach dieser
Spalte j ergibt

|detA| = |a;;| - |[detA’| mit |detd’| € {0,1},
da wir die Behauptung fiir die Matrix A’, die aus A durch Streichen der Zeile i und

Spalte j hervorgeht, per Induktion als richtig unterstellen.
©

Als Folgerung erhalten wir:
SATZ 4.1. (a) Ist im Flussproblem (56) der Durchflussvektor b ganzzahlig, dann
hat das Polyeder
P={xecR¥ | Ax = b,x > 0}
ganzzahlige Ecken.
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(b) Ist im Potentialproblem (55) der Kapazitdtsvektor c ganzzahlig, dann hat das
Polyeder

Pr={yeR"|y"A<c"}

ganzzahlige Ecken.

Beweis. Wir wihlen eine Zeilenbasis A der Inzidenzmatrix A. Dann gilt weiterhin
P={xeRF|4x =b,x > 0}.

Jeder (Spalten-)Basismatrix A von A erfiillt die Bedingungen (UM;) und (UM>).
Die Komponenten der zulidssigen Basislosungen v haben nach der Cramerschen
Regel also die Form

detA®
Vi = —
detAp

Daraus folgt die Aussage (a). Die Aussage (b) beweist man ganz genauso.

KOROLLAR 4.1. Sind die Parametervektoren c und b ganzzahlig, so gestatten das
Flussproblem (56) und das Potentialproblem (55) optimale Losungen mit ganzzah-
ligen Komponenten.

o

1.4.1. Das Zuordnungspolytop. Seien S und T disjunkte Mengen mit |S| =
|T|. Wir betrachten den Graphen G = (S U T, S x T') mit der Inzidenzmatrix A.

Sei b € RSV der Vektor mit den Komponenten

b — -1 wennv e S
Y71 +1 wenmnv e T.

Die nichtnegativen Fliisse mit Durchflussvektor b sind genau die x € R¥*7T die
das folgende Ungleichungssystem erfiillen:

Za:st =1 firallet €T
seS

(57) szt =1 fiir alle s € .S
teT

Tt > 0 firalle (s,t) € S xT.

Die Ecken des Polytops aller dieser Fliisse sind ganzzahlig und folglich (0, 1)-
Vektoren. Die (0, 1)-Vektoren, die (57) erfiillen, sind aber genau die Inzidenzvek-
toren von Zuordnungen (Bijektionen) von .S und 7'! Also:

e Das lineare System (57) beschreibt genau das von den Zuordnungen
erzeugte Polytop.
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2. Kiirzeste Wege

Seien s,t € V zwei festgewihlte Knoten in G. Ein gerichteter Weg W von s nach
t ist eine Folge von Kanten der Form

W = (s,v1)(v1,v2) - - (Vk, t).

Wir geben nun einen speziellen Durchflussvektor b vor mit den Komponenten

—1 wennv =-s
by, = +1 wennv =t
0 sonst.

LEMMA 4.3. Sei B eine zuliissige Basis bzgl. Ax = b,x > 0 und X die zugehdirige
Basislosung. Dann enthdilt die Menge

tr(X) ={e€ E|z. >0}

einen gerichteten Weg von s nach t in G.

Beweis. Da der Durchfluss von s negativ ist, existiert eine Kante (s,v1) € tr(X).
Ist v1 = ¢, ist der Weg gefunden. Andernfalls folgt aus dem Durchfluss §(X),, = 0
die Existenz einer Kante (v1, v2) € tr(X) usw.

Nach endlich vielen Schritten haben wir entweder ¢ erreicht oder einen Knoten
Vg, den wir schon einmal erreicht haben. Wir haben also einen Kreis durchlaufen.
Letzteres ist aber unmoglich, da die Spalten von A, die zu einem Kreis gehoren,
linear abhéngig sind (Warum?). Eine Basis besteht jedoch aus linear unabhéngigen
Spalten. P kann also keinen Kreis enthalten.

o

PROPOSITION 4.1. Sei der Durchflussvektor b wie oben bzgl. s,t € V fest gewdihit.

Dann ist jede Ecke (bzw. zuldssige Basislosung) X von
P={xcRF|Ax=b,x >0}

ein (0, 1)-Vektor und tr(X) = {e € E | T, = 1} ein gerichteter Weg von s nach t.

Beweis. Sei B C F die zu X gehorige Basis. Da b ein Vektor ist, mit genau
einer Komponente ,,—1“ und einer Komponente ,,4-1“ (und 0 sonst), erfiillt auch
die Matrix im Zdhler des Bruchs

_ detA(©)

Te = ——

detAp

bei der Cramerschen Regel die Bedingungen (UM7) und (UM3). Also schliessen
wir auch |detA®)| € {0, 1} und folglich 7. € {0,1}.
Sei x der (0, 1)-Inzidenzvektor eines gerichteten Weges von s nach ¢ in tr(X). Dann
gilt

ZB(KB —)23) :ZBXB —ZBf(B =b—-b=0

Wegen ker Ag = {0} schliessen wir deshalb Xp = X5 und somit tr(X) = tr(xX).
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o

Seid : E — Ry eine Distanzfunktion auf dem Graphen G = (V, E). Eine opti-
male Basislosung des linearen Programms

(58) mind’x = Z dete sd. Ax=b,x>0
eclk
entspricht einem (bzgl. d) kiirzesten Weg von s nach t in G.

2.1. Dijkstras Algorithmus. Kiirzeste (s,t)-Wege in G = (V, E') kann man
nicht nur iiber das lineare Programm (58) konstruieren. Der Algorithmus von Di-
jkstra 16st das Problem, indem er vom zu (58) dualen linearen Programm ausgeht:

max y'b max Yt — Ys

(59) sd. y'A < d7 sd. Yp—9y < de V(v,w)€EE

Man sucht also ein (Knoten)-Potential y € RV, das die Potentialdifferenz y; — v
maximiert, wobei die ilibrigen Potentialdifferenzen wie folgt beschrinkt sind:

Y — Yo < de bzw. yyu <y, +de firallee = (v,w) € E.
Der Einfachheit halber setzen wir d,,, = 400, wenn (v, w) ¢ E. Der Algorithmus
von Dijkstra baut nun ein optimals Potential sukzessive folgendermassen auf:

(DO) Setze ys < 0, U < {s} und y, < dg, firallev € V' \ U.
(D1) Solange U # V gilt, wihle ein v € V' \ U mit minimalem Potential y,,
setze U <— U U {v} und datiere auf:

Y < MIn{ Yy, Yy + dyy} fiirallew € V\ U.
Man sieht leicht per Induktion (iiber |U]):

LEMMA 4.4. In jedem Stadium des Algorithmus von Dijkstra gilt:

(a) Die Potentiale y,, der Knoten u € U geben genau den minimalen Abstand
von s nach u an.

(b) Fiir jeden anderen Knoten v € V ist y,, zumindest eine Obergrenze fiir
den Abstand von s.

Man erkennt:

o Der Dijkstra-Algorithmus berechnet nicht nur den kiirzesten Abstand
von s zu t sondern von s zu allen Knoten v € V und 16st so insbesondere
das duale Problem (59).

Aus der Dijkstra-Losung y ldsst sich leicht ein kiirzester Weg von s nach ¢ durch
,Zurilickrechnen™ gewinnen:

Man beginnt bei ¢ und sucht ein v; € V' \ {¢} mit

Yt = Yoy + dvl,t-
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Nun sucht man ein vo € V' \ {t,v1} mit

y’Ul = yvz + dUQ,’U1

usw., bis man bei s angelangt ist.

3. Zirkulationen und das MAX-Flow-MIN-Cut-Theorem

Sei nun f = (t.s) € E eine festgewihlte Kante und x eine Zirkulation auf G =
(V, E). Stellen wir uns vor, dass die Kante f in G blockiert wird. Dann stellen die
iibrigen Kantenflusswerte . (e # f) einen Fluss auf Gy = (V, E'\ {f}) dar, wo
in s ein Nettoabfluss und bei ¢ ein Nettozufluss in Hohe von z; stattfindet. Mit
anderen Worten:

e Die Einschrinkung von x auf G'; beschreibt den Transport eines
,»Gutes™ der Quantitéit x y von der Quelle s zur Senke t entlang den
Kanten von G ¢, wobei bei keinem Knoten v # s,t etwas verloren
geht oder hinzugewonnen wird.

Unter der Annahme, dass jede Kante e € E'\ { f} einer Kapazititsschranke ¢, > 0
unterliegt, sucht man im Ford-Fulkerson-Problem nach einer nichtnegativen Zir-
kulation x, die den Transportwert x ; maximiert:

max Ty
(60) s.d. h(x) = 0 firallev e V
0 <z, < ¢ firalleeec E\{f}

Dazu ist das duale lineare Programm wie folgt:

min E CeZe

eelR
(61) s.d. Yuw — Y + 2. > 0 firallee=(v,w)€FE
Ys -y + oz =2 1 fir f = (t,s) € E
ze > 0.

Die Idee ist nun, eine schon gefundene nichtnegative Zirkulation x nach Moglich-
keit zu verbessern. Ford und Fulkerson habe vorgeschlagen, dies entlang von ge-
eigneten Pfaden von s nach ¢ zu tun.

Augmentierende Wege. Sei x > 0 eine zulédssige Losung von (60). Wir definieren
einen Hilfsgraphen G(x) auf V' mit Kanten

(v,w) wenne = (v,w) € E\{f}und z. < ¢ (,Vorwirtskante*)
(w,v) wenne = (v,w) € E\ {f}und z, > 0 (,Riickwirtskante)

Sei e > 0 so, dass z. + ¢ < ¢, gilt, wenn e eine Vorwartskante ist, und . —e > 0
auf den Riickwirtskanten e erfiillt ist. Dann ist klar:

e Existiert ein Weg P von s nach ¢ im Hilfsgraphen G(x), dann kann der
Fluss x um mindestens £ > 0 verbessert werden.
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Wir erhéhen ndmlich einfach den Flusswert um ¢ auf den Vorwirtskanten von P
(und auf der Kante f = (t, s)) und erniedrigen ihn um ¢ auf den Riickwirtskan-
ten von P. Offensichtlich ist der resultierende Fluss nichtnegativ, respektiert die
Kapazititsgrenzen und geniigt den Knotendurchflussbedingungen.

Sei S die Menge aller Knoten, die in G(x) von s aus auf einem gerichteten Weg
erreicht werden konnen. Dann wissen wir also: Im Fall ¢ € S kann x verbessert
werden.

Schnitte. Sei allgemein S C V eine Knotenmenge mit s € S. Dann bestimmt .S
einen sog. s-Schnitt

[S:V\S]={(v,w) e E|veSw¢S}
der Kapazitdt

c[S:V\S]= Z ce > 0.
e€[S:V\S]

LEMMA 4.5 (Schnittlemma). Sei x eine zulissige Zirkulation auf G und [S : V'\ S|
ein beliebiger s-Schnitt. Dann gilt

xr<c[S:V\S].

Beweis. Wir setzen y, = 1 fiir alle v € S und y, = 0 fiir v ¢ S. Ausserdem
wihlen wir z, = 1 fiire € [S : V' \ S] und z. = 0 sonst.

Dann erhalten wir eine zuldssige Losung des dualen Problems (61) mit Zielfunkti-

onswert
Zceze =c[S:V\¥S].
ecl
Die schwache Dualitit der linearen Programmierung impliziert damit die behaup-
tete Ungleichung.
o

Sei wie vorher x > 0 eine zuldssige Zirkulation und S die Menge aller von s in
G(x) erreichbaren Knoten. Im Fall ¢ ¢ S ergibt sich nach Definition von G(x) und
der Knotenmenge S fiir eine Kante e = (v,w) € E\ {f}:

_ fce wenmnove SundweV\S
¢~ 10 wemnveV\SundweS.

Also schliessen wir, dass x optimal ist. Denn

Tf= Z ze=c[S: VS|

e€[S:V\S]

SATZ 4.2 (Ford-Fulkerson). Eine zuldssige Zirkulation x ist optimal fiir (60) genau
denn, wenn es im Hilfsgraphen G(x) keinen augmentierenden Weg von s nach t
gibt.

o
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Das lineare Programm (60) hat auf jeden Fall x = 0 als zuldssige Losung. Also
erhalten wir unter den obigen Voraussetzungen eine kombinatorische (graphen-
theoretische) Form der LP-Dualitit:

KOROLLAR 4.2 (MAX-Flow-MIN-Cut).
max{xy | x ist zuldssig fiir (60)} = min{c[S:V\V]|se SCV}.

o

3.1. Der Algorithmus von Ford-Fulkerson. Die vorangegangene Analyse
des Ford-Fulkerson-Problems (60) legt folgenden Algorithmus nahe:

(FFO) Beginne mit x = 0 als Startlosung und suche im Hilfsgraphen G(x)
einen augmentierenden Weg P von s nach t.

(FF1) StoOP, wenn P nicht existiert: x ist optimal.

(FF2) Wenn P existiert, modifiziere x entlang P zu einem verbesserten zuléssi-
gen Fluss x' mit 2, = 7 + ¢ und iteriere nun mit x’ anstelle von x.

Sind die Kapazititen c, ganzzahlig, so ist klar, dass der FF-Algorithmus nur ganz-
zahlige Losungen x produziert und in jeder Iteration der Flusswert = ; um ein ganz-
zahliges € > 1 verbessert wird.

BEMERKUNG. Man kann zeigen, dass der FF-Algorithmus hochstens |V - | E| Tte-
rationen (Augmentierungen) erfordert, wenn man immer einen augmentierenden
Weg P mit so wenig Kanten wie moglich wihlt (was z.B. automatisch der Fall ist,
wenn man P mit dem Dijkstra-Algorithmus berechnet). (Wir beweisen dies hier
nicht, da wir spiter noch einen anderen Netzwerkfluss-Algorithmus analysieren
werden.)

3.2. Das bipartite Matching- und Uberdeckungsproblem. Wir gehen von
endlichen disjunkten Mengen .S und 7" und einer Teilmenge £ C S x T aus und
nennen den Graphen G = (SUT, E) bipartit. Ein (nicht notwendigerweise perfek-
tes) Matching ist eine Teilmenge M C E von paarweise nichtinzidenten Kanten:

(Sl,tl),(SQ,tQ) eM — S1 #Sg,tl #tQ.

Die Aufgabe, ein maximales Matching zu berechnen erweist sich als ein Spezialfall
des FF-Problems. Dazu betrachten wir den Graphen G = (V, E), mit zwei neuen
Knoten sg, tg, d.h. V = (SUT U {sg, to}, E, und Kantenmenge

E=FEU{(s0,8) | s € S}U{(t,t0) | t € T} U {(to, 50}

Beschridnken wir nun die Kapazitit der Kanten vom Typ (so, s) und (¢, %) auf 1
(und ,,4-00" sonst) , so berechnet der FF-Algorithmus einen Vektor x € {0, 1}E
mit maximalem Flusswert

$(t0750) = Zl‘e.

eckE
Folglich ist M = {e € E | . = 1} ein maximales Matching in G.
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Unter einer (Kanten-)Uberdeckung von G = (S U T, E) versteht man eine Menge
von Knoten(!) C C S U T mit der Eigenschaft

(v,w)e E. = wveCoderwelC.

C muss mindestens die Méchtigkeit eines beliebigen Matchings A haben, denn
jede Kante aus M muss ja durch C' abgedeckt sein:
IC| > [M].
Sei andererseits M ein maximales Matching, das nach dem FF-Algorithmus kon-
struiert wurde und C der Schnitt aller Knoten die von sy noch erreichbar sind.
Wegen B B
c[C:V\C]=|M| < o0,
kann es kein e € E geben, das von S N C nach T\ C verlduft. Also ist
C=(S\Ou(TnC)
eine Uberdeckung und hat Michtigkeit
IC|=|S\C|+|TNC|=c[C:V\C]=|M|.

SATZ 4.3 (Kénig). Sei G = (S UT, E) bipartit. Dann gilt
max{|M| | M Matching} = min{|C| | C Uberdeckung.}

o

BEMERKUNG. Das Matching- und Uberdeckungsproblem kann sinnvoll auch im
Fall T = S (d.h. E C S x S) formuliert werden. Wihrend das Matchingproblem
(mit etwas mehr Aufwand) noch effizient 16sbar bleibt, ist in dieser Allgemein-
heit kein effizienter Algorithmus fiir das analoge Uberdeckungsproblem bekannt.
Insbesondere gilt der ,,Satz von Konig™ in diesem Rahmen nicht mehr.

4. Der Prifluss-Markierungsalgorithmus

Wir betrachten wieder das Ford-Fulkerson-Problem in der Form
max Ty
(62) s.d. dp(x) = 0 firalleve V\{s,t}
0 <z. < c firalle £\ {f}

(mit Kapazititen ¢, € Ry U{+00}). Dabei nehmen wir oBdA an,dass E =V xV
aus allen moglichen Kanten besteht und f = (¢,s) (mit t # s) eine speziell be-
trachtete Kante ist. (Eine ,,eigentlich nicht zur Verfiigung stehende “ Kante (v, w)
kann ja immer durch die Kapazititsrestriktion c,,, = 0 simuliert werden.)

Wir wollen einen weiteren Typ von Algorithmus fiir dieses Problem diskutieren,
der von Goldberg und Tarjan vorgeschlagen wurde.

Dazu bezeichnen wir einen Fluss x € R¥ als Prdfluss, wenn x in jedem Knoten
v # s einen nichtnegativen Durchfluss bewirkt:

5y(x) = wa — Z Tow > 0 firallev € V'\ {s}.
z2#v w#Y
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Im Fall §,(x) > 0 heisst der Knoten v aktiv. Der Priéfluss x wird zuldssig genannt,
wenn er den Kapazititsschranken geniigt:

0<z.<c firalleeec E\{f}.

Die Sende-Operation. Sei x ein zuldssiger Priafluss und G(x) der (wie im Ford-
Fulkerson-Algorithmus definierte) entsprechende Hilfsgraph. (v, w) ist also eine
Kante in G(x) genau dann, wenn

Tow < Cow Oder T, > 0.
Somit kann man bzgl. der G(x)-Kante (v, w) zusitzliche Flusseinheiten in Hohe
von

Cow = Cow — Tow + Ty > 0
von v nach w schicken ohne die Kapazitétsrestriktion zu verletzen. Ist v aktiv, so
kann man also den Fluss von v nach w um

e = min{d,(x), ¢y} > 0

erhohen und hat weiterhin einen zuldssigen Priafluss. Die Grundidee des Algorith-
mus ist nun einfach:

e Man fiihre solange Sende-Operationen durch, bis eine Optimallosung
vorliegt.

Um dies systematisch zu tun, benutzt man Knotenmarkierungen.

Zulissige Markierungen. Unter einer zuldssigen Markierung bzgl. x versteht man
eine Bewertung d : V' — Z, U {400} der Knoten derart, dass

(ZM1) d(v) < d(w)+1 firalle (v,w) € G(x);
(ZM2) d(s) = V| und d(t) = 0.

SATZ 4.4 (Goldberg-Tarjan). Sei x € R ein zuliissiger Prifluss mit einer zuldissi-
gen Markierung d, dann existiert eine Menge S C V mit s € Sundt ¢ S derart,
dass fiir alle (v, w) € [S : V' \ 5] gilt:

Tow = Cow UNd  Tyy = 0.
Beweis. Wegen |V \ {s,t}| = |V| —2mussesein 0 < k < |V| geben mit
k # d(v) fir alle v € V. Sei
S={veV]dw) >k}
Dann haben wir s € Sund ¢ ¢ S.Istv € S und (v, w) € G(x), dann haben wir
dw)>dv)—1>(k+1)—1=k dh d(w)>k

und folglich w € S. Keine Kante von G(x) fiihrt also aus S heraus, was die Be-
hauptung impliziert.
o

Aus dem Korollar des Satzes von Ford-Fulkerson schliessen wir somit:



88 4. OPTIMIERUNG AUF NETZWERKEN

KOROLLAR 4.3. Jede zuldssige Zirkulation x, die eine zuldssige Markierung ge-
stattet, ist eine Optimallosung fiir (60).
o

Sei x ein zuladssiger Prifluss mit zuldssiger Markierung d. Existiert bzgl. x kein
aktiver Knoten, dann ist x eine Optimallésung von (62). Wir wollen nun zeigen,
wie man im anderen Fall einen aktiven Knoten wihlen und eine Sendeoperati-
on durchfiihren kann, sodass man hinterher wieder einen zuldssigen Préafluss mit
zulédssiger Markierung erhilt.

Sei v ein beliebiger aktiver Knoten. Weil d zulissig ist, gilt d(v) < d(w) + 1 fiir
jede Kante (v, w) € G(x). Wir unterscheiden zwei Fille.
1. Fall: Es gibt eine Kante (v, w) € G(x) mit d(v) = d(w) + 1.

Wenn wir nun eine Sendeoperation entlang (v, w) durchfiihren, ist d auch fiir den
neuen Prifluss x’ zulédssig. Denn die einzige mogliche neue Kante in G(x') ist
(w, v), wofiir ja schon d(w) < d(v) + 1 gilt.

2. Fall: Fiir alle Kanten (v, w) € G(x) gilt d(v) < d(w).
Wir modifizieren nun die Markierung d zu d’:
d'(v) = min{d(w) + 1| (v,w) € G(x)}.

Wegen d’(v) > d(v) ist d’ offenbar auch eine zuldssige Markierung. Ausserdem
befinden wir uns bzgl. d’ wieder im 1. Fall!

Algorithmus. Man beginnt mit einem zuldssigen Prifluss x und einer zulidssigen
Markierung d. Zum Beispiel folgendermassen:

ce wenn e von der Form e = (s, v)
€T =
c 0 sonst.

~ [IV] wemnv=s
dv) = { 0 sonst.

Nun fiihrt man Sendeoperationen durch, die zu zuldssigen Prifliissen mit zuldssi-
gen Markierungen fiihren, bis ein zuldssiger Fluss (geméss Korollar 4.3) erreicht
ist.

4.1. Laufzeitanalyse. Wieviele Sendeoperationen fiihrt der Prafluss-Markie-
rungsalgorithmus durch? Zur Analyse setzen wir n = |V|. Wir betrachten einen
zulédssigen Prifluss x mit zuldssiger Markierung d.

LEMMA 4.6. Ist v € V aktiv bzgl. x, dann existiert ein gerichteter Weg P von v
nach s in G(x).

Beweis. Sei R die Menge aller von v in G(x) erreichbarer Knoten. Im Fall s ¢ R
hitten wir einen echt positiven Nettozufluss aus V' \ R nach R:

Z dw(x) > 0.

weR
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Also muss es mindestens eine Kante (z,w) € [V \ R, R] existieren mit x,,, > 0.
Aber dann wire z von v in G(x) erreichbar, ein Widerspruch!
o

OBdA konnen wir annehmen, dass der Weg P von v nach s in G(x) hochstens
(n — 1) Kanten durchlduft. Weil sich entlang einer Kante in P die d-Markierung
um hochstens den Wert 1 dndert, finden wir

d(v) <d(s) +n=2n

und schliessen:

LEMMA 4.7. Im Algorithmus tritt der 2. Fall (Ummarkierung) bei einer Sendeope-
ration insgesamt weniger als 2n?> mal auf.

Beweis. Der 2. Fall tritt nur bei aktiven Knoten v auf und bewirkt eine Erh6hung
der Markierung, die aber den Wert 2n nie iiberschreitet. Also tritt dieser Fall bei
jedem der n Knoten weniger als 2n mal ein.

o

Um die Anzahl der Sendeoperation (1. Fall) abzuschitzen, unterscheiden wir zwi-
schen einer saturierenden Sendung, d.h.

€ = Cyw = Cow — Tow + Tuw
und einer nichtsaturierenden Sendung, d.h.
€ =0p(x) < Cpu,s

nach welcher v inaktiv wird.
LEMMA 4.8. Der Algorithmus fiihrt weniger als 2n> saturierende Sendungen aus.

Beweis. Wir betrachten ein festes (v, w) mit d(w) = d(v) + 1. Wenn diese Kante
nach einer Sendeoperation nach oben saturiert ist, steht sie nur dann wieder fiir eine
v-Sendung zur Verfiigung, wenn der Knoten w in der Zwischenzeit ummarkiert
wurde. Dann ist die Markierung d’(w) von w aber um mindestens 2 gewachsen.
Der Fall kann also (wegen d’(w) < 2n) hochstens (n — 1) mal eintreten. Analog
argumentiert man bzgl. (w,v) und einer Saturierung nach unten. Also finden pro
Knoten v hochstens 2(n — 1)? saturierende Sendungen statt.
o

LEMMA 4.9. Der Algorithmus kann so ausfiihrt werden, dass weniger als 2n3
nichtsaturierende Sendeoperationen entstehen.

Beweis. Wir fithren den Algorithmus so aus, dass immer der aktive Konten v mit
der hochsten Markierung d(v) fiir die Sendeoperation benutzt wird.

Nach einer nichtsaturierenden Sendung ist v inaktiv. v kann nicht wieder aktiv wer-
den, bevor eine Ummarkierung stattgefunden hat (da alle aktiven Knoten d(w) <
d(v) erfiillen). Gibt es n nichtsaturierende Sendungen ohne zwischenzeitliche Um-
markierungen, dann sind alle Knoten inaktiv, d.h. ein optimaler Fluss ist gefunden.
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Also ist (n — 1) x (Anzahl der Ummarkierungen) eine Obergrenze fiir die Anzahl
der nichtsaturienden Sendungen.
©



KAPITEL 5

Ganzzahlige lineare Programme

Wir betrachten nun Optimierungsprobleme vom Typ
(63) minc’x sd. Ax = b,x > 0, x ganzzahlig,

wobei die Matrix A € R™*" und die Vektoren ¢ € R™ b € R™ gegeben seien.
Wir setzen

P={xeR"| Ax =b,x > 0}.

Wir wissen: Ist A eine Inzidenzmatrix eines Netzwerkes und ist b ganzzahlig, dann
sind die Ecken von P ganzzahlig. Die Zusatzbedingung der Ganzzahligkeit in (63)
ist also von Basislosungen automatisch erfiillt.

Im allgemeinen ist (63) jedoch kein lineares Programm im strengen Sinn, da der
Zulissigkeitsbereich

F={xeP|xeN'}=PnNnZ"
eine diskrete Menge und (ausser im Trivialfall) kein Polyeder ist. Ist  endlich und

setzen wir Py = conv.F, so ist (63) dquivalent zu dem Problem

minc’x sd. x € P;.

Wiire eine Matrix A’ und ein Vektor b’ mit P; = P(A’,b’) bekannt, so konnte
man jedoch das Ausgangsproblem (63) als lineares Programm formulieren:

minc’x sd. A'x<b.
VEREINBARUNG. In diesem Kapitel nehmen wir durchweg an, dass sdmtliche Pro-

blemparameter A, c, b rational sind. OBdA diirfen (und werden) wir bei der Pro-
blemanalyse deshalb sogar Ganzzahligkeit annehmen:

AeZ™ " ceZ", beZ™.

1. Unimodularitat

Wir verallgemeinern nun Netzwerkinzidenzmatrizen und geben eine Klasse von
Restriktionsmatrizen A € Z"*" an, die bei ganzzahligem b auch die Ganzzahlig-
keit von Basislosungen garantieren. OBdA nehmen wir m = rgA an.

Wir nennen A unimodular, wenn jede quadratische (m x m)-Basismatrix Ap von
A die Eigenschaft |[detAp| = 1 besitzt.

Ganz genau wie bei Netzwerkinzidenzmatrizen konnen wir nun schliessen:

91
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PROPOSITION 5.1. Sei A € Z™*" eine unimodulare Matrix vom Rang m = rgA
und b € Z™. Dann gilt fiir jedes ¢ € R"™: Entweder hat das lineare Programm

minc’x sd Ax=b,x>0

keine Optimallosung oder es existiert eine optimale Losung x* mit ganzzahligen
Komponenten 7.

Der Beweis folgt aus der schon friiher erkannten Tatsache, dass eine Optimallsung
eines linearen Programms an einer Ecke des Losungspolyeders erreicht wird.
o

Fiir viele Anwendungen ist es geschickt, den Begriff der Unimodularitit zu ver-
schidrfen. Wir nennen eine (allgemeine) Matrix A fotal unimodular, wenn jede
quadratische Teilmatrix A’ von A unimodular ist, d.h. wenn gilt:

detd’ € {~1,0,+1}.

Insbesondere gilt a;; € {—1,0 + 1} fiir alle Koeffizienten der total unimodularen
Matrix A = [a;;].

BEISPIEL 5.1. Jede Netzwerkinzidenzmatrix ist total unimodular. Die Matrix A =

E ﬂ ist unimodular aber nicht total unimodular.

Bevor wir Beispiele von total unimodularen Matrizen diskutieren, geben wir einige
wichtige Matrixkonstruktionen an.

LEMMA 5.1. Sei A € Z™*" total unimodular und e € Z" ein Einheitsvektor.
Dann gilt:

(a) Wenn man eine Spalte von A mit 0 oder —1 multipliziert, erhdlt man
wieder eine total unimodular Matrix.

(d) AT total unimodular.

(c) A = [A,e] total unimodular:

Beweis. (a) folgt aus der Tatsache, dass sich die Skalarmultiplikation eine Spalte
einer Matrix in der Skalarmultiplikation der Determinante auswirkt. (b) ergibt sich
aus dem Transpositionssatz detC' = detC” .

Um (c) einezusehen, betrachten wir eine quadratische Untermatrix A’ von [A4, e].
OBJA diirfen wir annehmen, dass die Spalte e in A’ auftaucht. Wir entwickeln die
Determinate nach dieser Spalte e und finden

detA’ = £1 - detA”,

wobei A” eine quadratische Untermatrix von A ist. Also gilt det4’ € {—1,0+ 1}.
3
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PROPOSITION 5.2. Sei A € Z™*"™ total unimodular, b € Z™ und l,u € Z"
derart, dass

P={xeR"|Ax <b,1<x <u} #0.

Dann ist P eine Polytop mit ganzzahligen Ecken.

Beweis. P ist die Losungsmenge des total unimodularen Ungleichungssystems

A b
I |1 x<|u
-1 -1
o
Intervallmatrizen. Sei M = {1,...,m}. Unter einem Intervall versteht man eine

Teilmenge F' C M derart, dass Elemente 7, j € M existieren mit der Eigenschaft
F={keM|i<k<j}

Eine (0, 1)-Matrix A heisst Intervallmatrix, wenn die Zeilen von A in einer solchen
Reihenfolge angeordnet werden konnen, dass jede Spalte der (0, 1)-Inzidenzvektor
eines Intervalls der Zeilenindices ist.

Es ist klar, dass jede quadratische Untermatrix einer Intervallmatrix selber eine
Intervallmatrix ist. Es gilt

LEMMA 5.2. Jede Intervallmatrix A ist total unimodular.

Beweis. OBdA sei A = [a;;| quadratisch und

1 firj=1,... .,k
Wi=V0 firj=k+1,...,n

Ausserdem entspreche die erste Spalte von A dem kleinsten Intervall, das 1 enthlt.

Im Fall £ = 1 ist die erste Zeile ein Einheitsvektor. Entwicklung der Determinante
nach der ersten Zeile liefert dann die Behauptung per Induktion wie bei Netzwerk-
matrizen.

Im Fall £ > 2 subtrahiert man die erste Spalte von den Spalten 2, ..., k. Die
resultierende Matrix ist wieder eine Intervallmatrix und die Determinante hat sich
nicht gedndert. Auf die neue Matrix trifft aber der vorige Fall zu.

©

BEMERKUNG. (0, 1)-Inzidenzmatrizen von allgemeinen Familien F von Teilmen-
gen einer endlichen Grundmenge M sind typischerweise nicht total unimodular!
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2. Schnittebenen

Es seien nun allgemein A € Z™*™ und b € Z™ gegeben und
P=P(Ab)={xecR"| Ax < b}
das entsprechende rationale Polyeder. Wir interessieren uns fiir die Menge
Pr=conv{x € P|xe€Z"}.

PROPOSITION 5.3. Ist P eine rationales Polyeder, dann ist auch P ein rationales
Polyeder.

Beweis. Im Fall P; = () ist nichts zu beweisen. Sei also P; # (). Nach dem
Dekompositionssatz von Weyl-Minkowski existieren endliche Mengen V, W C
Q™ so, dass

P = conv(V') + cone(W).
Stellen wir uns V und W als Matrizen mit den entsprechenden Vektoren als Spalten
vor, so kann ein beliebiges x € P in der Form

x=Vs+ Wt mit s,t>0,1"s=1

dargestellt werden. Nach geeigneter Skalierung (Multiplikation mit dem Haupt-
nenner) diirfen wir dabei die rationalen Vektoren w € W oBdA als ganzzahlig
annehmen. Bezeichnen wir mit [t | den Vektor der ganzzahlig nach unten gerun-
deten Komponenten von t und setzen t = t — [t| > 0, dann erhalten wir

x=(Vs+Wt)+Wlt] =x+W|t]
mit dem ganzzahligen |t] und X in
(64) P = {Vs+Wt|s>01Ts=1,0<t <1}
Als Bild des Polytops @ = {t | 0 < ¢ < 1} unter der linearen Abbildung W ist
W (Q) ein Polytop, Folglich ist auch
P = conv(V) + W(Q)
als Minkowskisumme von Polytopen ein Polytop. Wegen W |t] € Z™ finden wir
xXeZ' <= xeZ"
und deshalb
PNZ"=PNZ"+ {Wz|z > 0 ganzzahlig}.
Da P ein Polytop (und somit beschrinkt) ist, ist P N Z" eine endliche Menge.
Wegen
(65) Pr = conv(P NZ") + cone(W)

erkennen wir Pr somit als Polyeder.
o

BEMERKUNG. Im Prinzip konnte man aus der Darstellung (65) (z.B. mit Fourier-
Motzkin) eine lineare Beschreibung von Py durch Ungleichungen ableiten. Fiir das
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Optimierungsproblem (63) ist dies jedoch nicht interessant, da ein solches Vor-
gehen bedeutet, dass man ohnehin zuerst simtliche ganzzahligen Vektoren in P
(darunter auch die Optimallosung) auflisten miisste.

2.1. Das Verfahren von Gomory. Um eine lineare Beschreibung von Py zu
erzielen, gehen wir von giiltigen Ungleichungen fiir das Polyeder P = P(A,b)
aus. Gemiss dem Lemma von Farkas betrachten wir deshalb ein beliebiges ratio-
nales y > 0 und ¢’ = y?A. Dann ist c’x < z mit z = yT'b eine giiltige Un-
gleichung fiir P. Wir diirfen c als ganzzahlig annnehmen. Der springende Punkt ist
dann die Beobachtung

e ¢’ = yT Aist ganzzahlig und

c'x <2 mit 2 =|y'b|cZ

eine giiltige Ungleichung fiir Py, da sie von allen ganzzahligen Vektoren
in P erfiillt wird.

Tatsdchlich geniigt es, sich dabei auf y mit Komponenten y; € [0, 1] zu beschrénken.
Denn bei einem allgemeinen rationalen y’ € Q7 und z € Z7} mit der Eigenschaft

0<y=y-z<1
ist die Ungleichung
(zTA)x <z'b € Z
ja ohnehin schon von Ax < b impliziert. Fiir ganzzahliges x € P(A, b) gilt darum
)" Ax < [(¥)'p] = y'Ax<|y'b].

Damit erhalten wir das Gomory-Polyeder

P'={xeP|(y"Ax<|y"bly€[0,1]"y"AecZ"}

BEMERKUNG. P’ ist tatsichlich ein Polyeder, denn es gibt nur endlich viele ver-
schiedene Gomory-Schnitte. Das sieht man so: Die Menge {y” A | 0 <y < 1} ist
eine beschriankte Menge von Zeilenvektoren in R” und enthélt deshalb nur endlich
viele ganzzahlige Vektoren.

Iterieren wir diese Konstruktion, so ergibt sich die Gomory-Folge

POP OP'D...DP;.
Man bemerke, dass keine der Gomory-Ungleichungen einen ganzzahligen Punkt
aus P ,abschneidet”. Ausserdem gilt: Sobald bei der Gomory-Folge kein neues

Polyeder konstruiert wird, hat man geniigend viele Ungleichungen erzeugt, die Py
festlegen.

Ohne Beweis bemerken wir
SATZ 5.1 (Gomory). Die Gomory-Folge eines rationalen Polyeders P hat endliche

Liinge und endet mit Py.
o
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Der Beweis ist nicht schwer aber etwas aufwendig. Deshalb sei hier darauf ver-
zichtet. Wir beweisen nur:

LEMMA 5.3. Sei P ein rationales Polytop mit P = P’. Dann gilt P = Pj.

Beweis. Sei P # Pj. Dann besitzt P eine Ecke v mit (mindestens) einer Kompo-
nente v; ¢ Z. Ausserdem existiert ein ¢ € Z" derart, dass die Funktion f(x) =

c'x iiber P genau von v maximiert wird. Seien v o v die iibrigen Ecken
von P und
min (c’v—c'v®) = ¢ >0
=1,k
max |z1|+ ...+ |z, = M <oc.
xeP

Sei K' € N so gewihlt, dass Ke > 2M erfiillt ist. Dann maximiert v auch die
Funktion f(x) = ¢! x iiber P, mit

¢l = [Kei, ..., Kej+1,..., Key :KCT—i—e;TF.
Denn fiir jede andere Ecke v(¥) von P gilt

K(c"v®) + vj(.e) <K(c'v—-e)+ M < Kc'v—-M < Kc'v +v;.
Wegen ¢/v — Kcl'v = vj ¢ 7 ist entweder ¢’'v oder c’'v keine ganze Zahl.
Also ist

cI'x < |efv] oder c'x < |[cTv]
eine Ungleichung, die zwar fiir Py giiltig ist aber nicht fiir P. D.h. P # P’, was im

Widerspruch zu unseren Voraussetzungen stiinde!
o

Der Satz von Gomory fiihrt zu einem endlichen Algorithmus zur Lésung von des
ganzzahligen Optimierungsproblems

maxc’x sd. Ax <b,x € Z".
Man 16st die LP-Relaxierung
maxclx sd. Ax <b.

Ist die gefundene Optimallosung x* ganzzahlig, dann ist nichts weiter zu tun. An-
dernfalls berechnet man das Gomory-Polyeder P’ und 15st

max CTX

xeP!

usw. bis das ganzzahlige Optimum gefunden ist. In der Praxis ist diese Vorgehens-
weise typischerweise jedoch hoffnungslos ineffizient.
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2.2. Schnittebenenverfahren. Die Idee hinter Schnittebenenverfahren zur Lo-
sung ganzzahliger linearer Programme ist wie die des Gomory-Verfahrens: Man
16st die LP-Relaxierung des Problems. Ist die gefundene Optimallésung x*, so
fiigt man dem LP eine Ungleichung

alx <b
hinzu, die fiir alle x € P N Z" gilt und von x* verletzt wird. Die entsprechende
Hyperebene
H(a,b) = {x € R" | alx = b}

heisst Schnittebene (bzgl. P und Pr). Unter der Ausnutzung der speziellen kom-
binatorischen Struktur, die das Optimierungsproblem haben mag, lassen sich in
der Praxis oft gezielt Schnittebenen bestimmen, die zu effizienteren Algorithmen
fiihren als das Allzweck-Gomoryverfahren. Ein Schnittebenen-Verfahren geht nach
folgendem Prinzip zur Losung des Problems

maxc'x sd. Ax<b,x €Z"

Vor:

(SEO0) Lose das relaxierte LP-Problem
maxclx sd. Ax <b.

Ist die gefundene Optimallosung x* ganzzahlig, STOP.

(SE1) Bestimme im Fall x* ¢ Z" eine Schnittebenenungleichung a’x < b
fiir Py, die von x* verletzt wird (d.h. a”’x* > b) und fiige diese den
Restriktionen hinzu. Lose nun

maxclx sd. Ax < b, alx <b.

Ist die gefundene Optimallosung X ganzzahlig, STOP.

(SE2) Bestimme im Fall X ¢ Z" eine Schnittebenenungleichung a’x < b fiir
Py, die von X’ verletzt wird (d.h. a’ X > b) und fiige diese den bisherigen
Restriktionen hinzu usw.

2.2.1. Quadratische boolesche Optimierung. Als Beispiel betrachten wir zu
gegebenen Paramentern ¢;; € R das Problem

n n
maxZZqijxixj, x; € {0,1}.

i=1 j=1

Sei V.= {1,...,n} und E die Menge aller Paarmengen {i,j}. Zu e = {i,j}
setzen wir

d; = q;; und c. = q;j + qj;.
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Wegen :1/:22 = z;und yo = wiTj; € {0, 1} erhalten wir eine Formulierung als
ganzzahliges LP:

max Z d;x; + Z Cele

eV eckE
s.d. Ye — T; < 0 eeFEice
(66) Ti + T — Ye < 1 e={i,j}
Tiy Ye < 1
—Ti, —Ye < 0
Zi, Ye ganzzahlig.

BEMERKUNG. Man kann sich dieses Problem vorstellen als die Aufgabe, im vollstindi-
gen Graphen K, mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E' einen vollstindigen
Untergraphen maximalen Gesamtgewichts zu wihlen. Dabei sind die Knoten ¢ €

V mit d; und die Kanten e € E mit c. gewichtet.

Als Schnittebenen fiir das von den ganzzahligen Losungen von (66) erzeugte Poly-
top Pr kommen alle Ungleichungen in frage, die von den ganzzahligen Losungs-
vektoren erfiillt werden. Beispiele sind etwa die Dreiecksungleichungen

Ti+Tj+ Tk —Ye —Yr —Yg <1
fiir jeweils drei Knoten ¢, j, k& € V und die dazugehédrigen Kanten e, f,g € F des
entsprechenden ,.Dreiecks” {1, j, k}.
Dieses Beispiel kann verallgemeinert werden. Dazu setzen fiir S C V mit | S| > 2
x(§)=) z; und y(S)= Y
€S e€E(S)

wobei E(S) die Menge aller Paarmengen e = {i,j} C S ist. Zu o € N definieren
wir die entsprechende Cliquenungleichung als

ax(S) —y(S) < ala+1)/2.

LEMMA 5.4. Jede zuliissige (0,1)-Losung (x,y) von (66) erfiillt jede Cliquenun-
gleichung.

Beweis. SeiC = {i €S |x; =1}und s = |C| < |S|. Dann gilt x(S) = s und
y(S) = s(s — 1)/2. Also finden wir
ala+1)/2 —ax(S) —y(S) = [a(a+1)—2as+s(s—1)]/2
= (a—s)(a—s+1)/2.

Da « und s ganze Zahlen sind, ist der letzte Ausdruck immer nichtnegativ.
o

Es gibt allein schon 2" — n — 1 Cliquenungleichungen. Diese geniigen noch nicht,
um P; vollstdndig zu beschreiben. Bei nicht zu grossen booleschen Problemen
(n ~ 40) kommt man damit aber in der Praxis schon recht weit.



