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Ubung

ufgabe 1

weisen Sie Satz 1.4.1 aus der Vorlesung (Rundung, absoluter Fehler, relativer Fehler).

keN, B=2k teNund v =0B"-Y 2, 2_;B~ # 0. Dann gilt:

i=1"

Rd;(x) hat eine Darstellung der Gestalt = = o B -

der absolute Fehler ist beschrankt durch |o < Rdy(2)] < wmiq
der relative Fehler ist beschrankt durch % < m_ml,
der relative Fehler bzgl. Rd;(x) ist beschrankt durch % < %

Es sind zwei Falle zu unterscheiden:

e Firz , y <Zin:=nAd ;=0 ,mit1 <i<t

ol vl

eFirz , 1> mitl <i<t: ;< B&l=3dz_, mitn :=nAz’; =a_ fir
1<i<lelmitl:=max{ie{l,... i}z, < B&l}

Oder: x__1 > W ¢ Rdy(x) = q\w:\.MMH_ B mitn’ = n,
o, =r 41

s=aVied{l,. . il

Fall (1):
|z < Rd,(2)]
= |ocB"- M z_; B!
i=t+1

- B". M ,N.\w.mlm
i=t+1

< BY gy -BTOTY
——
maximal W
B m:\w

n, = op-04+1) 2
s B 2 B 2
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Zum Satz:

Zu zeigent Ve e R: . :={x € S
A€0,1] = Az + (1 eN)y

f(x) < ¢} sei konvex. Seien z,y € , . beliebig und

FOa+ (1) TN f(2)+(1 6N (1) < A+ (1A = ¢
> Py

Sd+(1eNye,.

Zur “Annahme”

, ={a | file) <e,Vi=1,...,m}. Selen x,y € , . beliebig und A € [0,1] = Az + (1 &X)y.

konvex
Lz +(1eNy) < Afi@x)+1 LX) fily) g+ (LN =¢ YVi=1,....m
< <t

Der Unterschied zu vorher besteht darin, daf es sich hier bei ¢; um einen Vektor handelt und
nicht mehr um eine Zahl.

Aufgabe 3

Beweisen Sie folgendes klassisches Resultat tiber die Minimierung von konvexen Funktionen:
FEs set f eine konvexe Funktion tber einen konvezen Menge S. Dann ist jedes relative Minimum
von [ ein globales Minimum.

Sei ¢ ein lokales Minimum und man treffe die Annahme, es ist kein globales Minimum. Dann
gibt es ein y mit f(y) < f(z). Betrachte die Verbindungslinie zwischen x und y. Da S konvex
ist, liegt diese ganz in S. Andererseits ist f eingeschrankt auf die Verbindungslinie konvex, also
strikt unimodal nach Proposition 5.1.12, denn

fl@+ My &) < (LN @)+ Af(y) < (L) f(@) + M(@) = f(e) = max{f(y), f(2))

x ist aber auch ein lokales Minimum auf der Verbindungslinie (da diese ganz in S liegt) und
somit ein globales Minimum auf der ganzen Linie, im Widerspruch zu f(y) < f(z).
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3-stellige Arithmetik:

Op. Wert Exp. Ausdruck
100 0 €
1000 0 x
= 010 0 22
= 100 -1
1000 0
= 010 -1
= 100 -2
100 4 1000
= 010 2
= 1000 1 Ergebnis

i) Reihendarstellung von Sinus und Kosinus:

sin(z) =

Op.

Wert

Ausdruck

.1000
1660

o

N,‘H 8

.1000 0000
.0000 1666

K

0999 8334
9998 3340

X

9998
9998
9998

9996 0004

Q

.9996

Wert

Ausdruck

¢

.1000
.5000

1

.1000
.0000 0500

.0999 9500

2

.1000
.1000
.1000

.0100
1000

.1000
.1000

.0000

= =~ o= = ===~
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Aufgabe 3

Zur Wiederholung: Untersuchen Sie folgende Funktion auf Minima
f(eyy,2) =22" + oy +y* +yz + 2° &bz &7y =82 + 9,
indem Sie die notwendige bzw. hinreichende Bedingungen erster und zweiter Ordnung iiber-

priifen. (Finden Sie sogar ein globales Minimum?)

Lésung
Vi, y,z)= (e +y 6, o+ 2+ 207, y+ 2z 28)7

Loésung durch ein Gleichungssystem:

41 0|6 1§03 120 2
1T217) = o021 /d)—=fo1 2 8
01 2|8 01 2|8 00 &2
1202 1 0of¢
- (0102 >{010]2
? #
001% 00 1%
Also ist 4
g 1.2
T = m =112
¥ 3.4
Probe:
48+1.2&6 0
Vf(1212,34) = [124+2443467) =0
12+68 8 0
4110
Vif(e,y,z) = |12 1
01 2
Dy = 4>0
bw = mﬁ JVO
Dy = 4-(4&1)e1-240=122=10>0

Aus den nach dem Hurwitz-Kriterium berechneten Hauptdeterminanten weiy man, daB die
Matrix positiv definit ist, da alle Hauptdeterminanten > 0 sind. Der Funktionswert lautet:

f(1.2,1.2,34) =288+ 1444+ 1.44 + 4,08 + 11.56 ©7.2 &84 272+ 9 = <12,4
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b) Die Formel lautet:

Yn = Tpt 2y

T, = Xg- AH +

n—1

L _ P
= MU\.AI_S

i=1

]

Beweis mit vollstdndiger Induktion:

hv:
100

.

Zu beweisen bleibt nur noch z,, da Beweis x,, in Teil (a).

(n=1): zn=Y0,2(1+%&) =0
Es gelte ¥n, zu zeigen fir n + 1:

Mﬁlyw

(n+1)—1

M z

=1

n—1
MUT
=1
ma+NA

N:+H

(1+555)

Fv&. ,q P
i) TAUT

p
14—
+Ec

v

100

%

14. Ubung
Aufgabe 1

Betrachten Sie das quadratische Programm (Notation wie immer)
1

m.&
unter Az =c¢

min TQw b

und tiberlegen Sie sich, daf ein Punkt «* genau dann ein lokales Minimum ist, wenn er auch
ein globales Minimum ist.
Es geniigt zu zeigen: f ist strikt konvex. Dafiir wollen wir zeigen: V2 f ist positiv definit.

flx) = WHHQ&AHV%,&

Dabei hat @ die folgende Form:

Q: e QH:

@,:H e @::

Vif(z) = Q ist positiv definit = f ist strikt konvex.

Aufgabe 2

Beweisen Sie nochmals die LP-Dualitat, indem Sie die Kuhn-Tucker Bedingungen verwenden.
T
mazr c'x .
min  yTb
unter Ar =b — T 7
unter y*A>c

—— DP
PP

PP: (Im folgenden schon umgeform). Sei nun
min  f(x) =
unter h(z) =

gle) =

relatives Minimum und reguldr. Dann folgt aus der Kuhn-Tucker-Bedingung, dafl

m_v,:...u\/ﬂ;m%, m_x:_,... ,tﬁmog
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Es gilt ndmlich:

n—1 n+l
14+5 1++5 1+5

2 R 1\ 2
Denn: Tw\w ist Nullstelle von 2% <z <1:
2 n—1
1+v5 1+5 1+5
L = Y7 B L
2 2 2
—\ n+1l n n—1
1+5 1+V5 1+V5
T2 - 2 T\

Dieselbe Gleichung erfiillt anch EVEY

2

b) In der Vorlesung wurde gezeigt, daff die Gesamtlaufzeit des euklidischen Algorithmus

durch 4(log,(m) + 1) beschr ankt ist. Uberlegen Sie sich, daB diese Schranke mit Hilfe

der Fibonaccizahlen verbessert werden kann.

Erinnerung an Beweis aus der Vorlesung: betrachte die Folge (mg.ma,...) und zeige

mipe < 2 verwende deshalb fiir die Abschétzung

¢ der Laufzeit 2-er Potenzen.

Versuche, m und n so zu wahlen, dall man den fir die Laufzeit schlechtesten lall erhalte,
wo der Eukl. Algor. am langsamsten ist. Das ist jedenfalls der Fall, wo der Rest r nicht so
schnell 0 wird (r wird irgendwann 0), d.h. r sinkt sehr langsam. Dann wird r irgendwann

1.

Man betrachte aulerdem, dafl der Algorithmus am langsamsten ablauft

onﬂmb Tﬁ; m:)_r_mm:ﬁm:,&.:;.

”

wenn die Quoti-

‘olgendermafen sieht die schlechteste Situation fiir den Algorithmus aus. Baue in diesem

Trall die Division von unten auf:

(Bg+3) : (3¢+2) = 1 R (2+1)
(B¢g+2) : (2¢+1) = 1 R (¢+1)
(2¢+1) : (¢+1) =1 R q
(¢+1) q = 1R 1

Noch langsamer geht es zu, wenn ¢ moglichst klein ist, also g = 2 (fiir ¢ = 1 ist der Rest

bei der letzten Division sofort 0). Dann sieht es folgendermafen aus:

Man erkennt, dafl in diesem schlechtesten Fall, die m; s genau die Fibonacci-Zahlen

sind. Sei (a1, as, ...) die Folge der Fibonacci-Zahlen.

a;

>2 Vi

Uit
a1+ a; = a4 = o1+
ai—1 a1
~——
>1

49

Wihle nun dy =: s, dy =: t = zd3 = sz +ty. z # 0, denn sonst wiirde wegen 2? +y? = 2% folgen,
daB v = y = 2 = 0 (Widerspruch zur Regularitit). Demnach kann man durch z dividieren und

man erhalt:
Yy

¥4

Also haben alle Vektoren d aul T folgende Form, wobei s,1 € R:

&wH,mWITw
z

dy ) ' 1 0
ds L ¢ ¢
Der gesuchte Tangentialraum im regularen Punkt (x,y,z) € S

Y

1 0

T= N
z K

wlg O

15 ,,,,“,”
SR 0000 0%
1 BTSSR
NS SSKX 77
° N (ﬁk@W
NS 4L

Fliche: zy + 2% +y* =0

Sei 5 = {(,4,2) € R®| f(2,,2) = 0}, wobei f(z,y,2) = g +#° + "
Vi(z,y,z) = (y +32°, «+3y* 0)

Vf(z,y) = 0 ergibt schlieBlich die Kandidaten:

(I) y+3z* = 0
(IT) =+4+3y> = 0

Aus (IT) folgt: © = <3y?. Dies in (I) eingesetzt ergibt:

y + 3(3y)? 0
y(1+27y°) = 0

1
y=0Vy = AHVM
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)sung

anspositionsmatrizen sind selbstinvers

H 7 7
1
% 0 ........ 1
1
1
j | I, 0
1
1
zeigen: T2 = E, Vi,j
er falls k & {4, 5}
Transpositionsmatrix = Tj;er = ; fallsk=j
falls k=i
zeigen: The; = e, Yi. Fiir k i, j:
Prew = Ty (Lijren) = Lijen=cp
I A

1e andere Methode wire, die Bemerkung 2.2.4 zu benutzen: habe Matrix T}; und multipliziere
1 rechts mit 7}; (laut Bemerkung heift das Vertauschung der i-ten mit der j-ten Spalte) =
alte Einheitsmatrix = T3 - Ty = F

arakterisierung von Permutationsmatrizen

zeigen: A Permutationsmatrix & A € {0,1}",

Vie{l,...,n} Jje{l,....n} = Ae = ¢
Jja€{l,...,n} = A = ¢,
= A Permutationsmatrix = A Produkt von Transpositionsmatrix Tj; (*). Seil € {1,... .n}
beliebig
Tijer =¢;, furirgendein j; € {1,... ,n} )
1

eI'Ty = e;,  fiivivgendein j, € {1,...,n}
Aus (*) und (1) folgt die Behauptung

= 7u zeigen: A ist Permutationsmatrix. Man weifl; dal alle Spalten und Zeilen von A kano-

-1000

-1500 | /

-2000 L L
10 5 0 5 10

Am Graphen kann man wohl unschwer erkennen, daf} fiir p ein erstens positiver Wert und

zweitens ein etwas schwer zu berechnender Wert sich ergibt. Somit bleibt nur p = <1 als
Kandidat iibrig, da ¢ < 0 per definitionem gegeben ist. Fiir 4 = <1 erhélt man

<b - (&1)
0 = ———=1
1T+3+41
545 )
T9 = —_— =2
T+3+1

den Punkt (1,2), der beide Nebenbedingungen erfilllt ! Dieser Kandidat entpuppt sich als
globales Minimum nach den {iblichen Uberlegungen.
Ist die zweite Nebenbedingung aktiv, so gilt:

(1) 4y 4 225 <10 = 3
(IT) 2z + 222 10 =
Setzt man (/1) in (I) ein, so erhdlt man
& a1+ 2e,e10=0 ({11)

Lést man das durch (/1) und der Nebenbedingung entstehende Gleichungssystem, so erhélt
man

1 2|10 5 2 10
31 6 0 &5 | <24
L2y (122
1| 2
01| % 015
den moglichen Kandidaten ). Wegen g1(2,2) = £ + 28 &5 £ 0 ist dieser aber nicht

7ulassig!

Sind beide Nebenbedingungen aktiv, so erhélt man folgende Losungen:
(1) &_N‘_y&wﬂv.m”c
(I1) 3z, +a,86=0
& Ty = 6 AHVW8~
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. Ubung

ufgabe 1

trachten Sie das lineare Gleichungssystem

— oW
=
[
Il
=T

16
13
11
hren Sie eine LU-Zerlegung durch und 16sen Sie dann zur Kontrolle das Gleichungssystem

t Hilfe dieser Zerlegung.

)sung

-Zerlegung anhand der erweiterten Koeflizientematrix: PA = LU

316 |2 31 6 |2 31 6 |2 31 6 |2
213|721 | Y )=]f2a | 2)s1 2 a2
SEURIVARNE DRE VAREERNE VRS § Ry
raus kann man folgendes ableiten:
100 1 00 31 6 0 N\
P=loo1l|,L=|210],U=[02 & ce=(254
010 i 00 <1
gilt Uz = ¢
31 6 2 31 6 2 316 2
02 « | ¥ — 01 <l |5 |=1010]«7
00 &t |4 00 1 8 0 01 |<«8
30619 306 |57 10019
01 0|7 — 010 |« |—=1010]|<«r
0 01 |<«8 0 01 |<«8 0 01 |<«8
h.: 2 = (19, &7, <8)7, Probe:
3 16 19 57 &7 <48 2
213 ST | = BeTe24 | = 7
111 8 19 &7 &8 4

45

Probe:

0P

9P 10, = 1412220
Jzy ’

D011, = 1412220
«w«&.m :

)P

D011 = 141020
%&w, /

h(1,1,1) = 1+1+1e3=0

D.h. Ein Kandidat fiir ein Minimum liegt bei = = (1,1,1)7.

Aufgabe 2

Finden Sie die Kandidaten fiir relative Minima des Problems

min wa + 22120 + xw <10z 102,
unter 1423 <5
3z + 22 <6

indem Sie die Kuhn-Tucker Bedingungen iiberpriifen.

verschiedene Kombinationen von aktiven Bedingungen annehmen

Hinweis: Achten darauf, daf§

konnen. Im vorliegenden Fall sind dies entweder keine, eine oder zwei Bedingungen.
Wir berechnen

V() zr,a2) = (421 +2,2 10,22, + 22, ©10)
Vai(xi,22) = (221,2%,)
Vg(ri,22) = (3,1)

Zunichst erfolgt die Uberpriifung, wo der Gradient von f verschwindet:

day + 22,10 (0
22, + 22,10 )\ 0
4 2 10 N 1 1 5
2 2 |10 0 <2 | <10
11 5 N 11 5
0 2 |10 1115
1010
0115

Der erste Kandidat lautet also (0,5). Er ist jedoch ungiiltig, da

91(0,5) =0+25¢5
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a b . 5 ] T
=1 . symmetrisch, a,b,c € R,a #0und ® : R* - Rund z = (z1,22) — 2z’ - Az =
z
%Nv A &.“
B(a) = (wre2)- a b aEd
z) = (229 b e v
2 Ty
= (ax1 4 day by + ca3) -
€2

= (az; 4 day)xy + (bxy + cvz)zy = Q&w + 2bzyzg + m&w
a . b c
20 a Hw + 2—x25 + \@.w

a a

5 b b S 2 b 2
= al|a; 42z —wo+ |~y ) + a5 —an
a 7 a a

b 2 3 ¢ b
= a |1+ -22) tary |-

a a a?

b 2 b\
= alax+ —22 +lee— )1
a a

merkung: Fs heiit, man hat A “diagonalisiert” (durch die Koordinatentransformation R? —

(x1,22) — A&_ + w%w,.ﬁj, weil man nun @ folgendermafien schreiben kann:

¢ T b
a4 27y a 0 1+ 2Ty
= . . , ) .

X2 0 ¢ AUW i)
—_—

Diagonalmat

43

Damit erhélt man die folgenden Losungspaare: “ =0 v T 6
g = 0 z, = 9
Das Losungspaar @y = 0, 29 = 0 ist nicht zuldssig ist, da es auf dem Rand liegt.
Beim Lésungspaar 1 = 6, x3 = 9 erfolgt nun die Betrachtung der Hessematrix:
2 36 <18 =12 !
72 = — 72 & 144 = <72
det(V?£(6,9)) o192 4 72 144 = 72
—_—
i=(%)

(#) ist indefinit, d.h. an der Stelle (6,9) liegt ein Sattelpunkt vor und kein Minimum.

Aufgabe 3

Betrachten Sie die Gleichung 2} + x5 = 0. Eine offensichtliche Losung ist ; = 0 und zy = 0.
Gibt es eine Umgebung dieser Losung, auf der eine Funktion ® existiert mit 2y = ®(x4) ?
Wenn nicht, dann iiberlegen Sie sich, welche Voraussetzung des Satzes {iber implizit definierte
Funktionen nicht erfiillt ist. Wie sieht es mit der Existenz eines solchen ® fiir die anderen
Lésungen dieser Gleichung aus?
2% + x5 = 0. Definiere Funktion f: R? = R, (2, 22) — 22 + a5. Offensichtlich ist f(0,0) = 0.
Wollen ® mit ®(xs) = 1.
af
Oz
Weil 2Ly, 25) = 0, fitr (z1, 2) = (0,0), kann man den Satz iiber implizit definierte Funktionen
nicht fiir (0,0) anwenden.
Fiir alle anderen Punkte, die die Gleichung «} + 24 = 0, also f(xy, z3) = 0 erfiillen, (das sind
die Punkte der Form (z, <z]) mit z; # =, ) gilt:

of
%A&.THNV Mm OJ

TEJ Cv =21y

da 2y # 0 = in diesen Féllen ist die Voraussatzung des Satzes iiber implizit definierte Funk-
tionen erfillt.

Aus dem Satz folgt:

3 Umgebung U x V von einem solchen Punkt, mit U x V' C {(z1,29) | f(2
I stetige Abbildung ¢ : U — V mit f(g(z2),22) =0

Slg(aa),20) =0 & glae)? + a9 = 0, aber x5y = €a? = g(ay)? = 2] = da g stetig:

ry) = 0} und

g(z2) =2  in diesem Fall wihle @ :=g¢
g(x2) = &2y in diesem Fall wihle & := &g

Wichtig: Der Satz iiber implizit definierte Funktionen sagt i.a. nur aus,
daf} es eine solche Funktion gibt und berechnet die “Ableitung”;
die Funktion wird nicht explizit berechnet (daher auch der Na-
me des Satzes). In dieser Aufgabe wurde auch nicht mehr als
die Existenz von ¢ verlangt.
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(N3) [lz+yll2 < ||z]l24]]yl]2- Zur Losung dieser Ungleichung ziehe man
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zuhilfe, aus welcher man dann
die Dreiecksungleichung und damit auch (N3) ableiten kann. Fiir
x,y € R" gilt:

<z, y><

Die Gleichheit gilt nur, wenn @,y lineare abhéngig sind.
Mit < z,y >=xy1 + ... + 2py, bezeichnet man das “kanonische
Skalarprodukt”. Damit beweis man nun die Dreiecksungleichung:

2

Il +yl

= <r+y,r+y>

= <z, x>+2<z,y>+<y,y>
42 yll + lylf?

= (el + llyl)?

Die Quadratwurzel ist monoton, also folgt (N3) im Prinzip schon.

Dies auf ||2]|, angewendet:

= MU 24 22y + y?

=1

IN

i=1 i=1 i=1 i=

(el + lyl)?

il

(N1) mazicica{|ai|} =0, gdw. Va;:i €{l,... ,n}:2; =0
(N2) mazicica{lowi|} = |almazicicadlzi|} = laf - |zl
(N3) .;:é}ms.mﬁ% +uyl} < :E.s,_ms.mjA [} + :E.s,_ms.mjA

= mari<i<,

uil}

ufgabe 2

> Aufgabenstellung war falsch formuliert ! Zu zeigen war:

[|2]|sist &quivalent zu jeder anderen Norm in R” (C*)

h. M = {z € C" ||
leutet dies:
) sel stetig aul M

= 1} ist kompakt (d.h. abgeschlossen und beschrinkt). Im R?

2

12. Ubung

Aufgabe 1

Untersuchen Sie nocheinmal Bsp 4.2.4 der Vorlesung, d.h. das Optimierungsproblem

min  f(zy,3) = 2} v+ 22+ 2120
unter x1,a9 >0

im Hinblick aul die “Notwendigen Bedingungen zweiter Ordnung” (Proposition 4.2.5).

Also f: S — R, wobei § = R2% x R2.

Gradient V f(wy, 22) = (221 &4 22, 142;). Untersuchung im Inneren von S, d.h. aufl R>°xR>:
M&.H =2! + Ty = 0 ry = Sl

Vi) =0= r+1 = 0 = T2 = 3

(©1,3) € S = im Inneren existieren keine Minima !
Randuntersuchung: z; =0V a; =0

1. Fall: z; = 0 = Vf(21,22) = (z2 ©1,1). Die d-s mit der Eigenschaft

() Fe>0: 2" +ade S, Vaelle]

aus der Proposition 4.2.5 sind diejenigen d = M_ € R? mit d; > 0. Wenn a* ein
2

relatives Minimum von f in S sein soll, muf} laut Proposition 4.2.5 fiir diese Vektoren d
gelten:

(a) Vf(2*)d>0

(b) Falls Vf(z*) =0, dann d7 - V*f(z)-d >0
Betrachted = M& . Dieses d erfiillt Figenschaft (x), denn dy = 0 > 0. Aber V f(2™)d =
(51, 1) AHCV_ = &1 # 0= (a) nicht erfiillt, also findet man hier auch keine Minima.

Strategietip: Man wihle immer einen Vektor d, mit dem man eine der

Bedingungen (a) und (b) zum Widerspruch fiihren kann,
oder mit dem man sofort die Kandidaten fiir Minima sieht

2. Fall: 23 = 0 = Vf(21,22) = (227 1,21 + 1). Die Vektoren d, welche die Eigenschaft

() erfiillen, sind diesmal diejenigen mit dy > 0. Angenommen, 2* = ~ ist relatives
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Az = 6, A3 = 9. Somit sind alle drei Eigenwerte positiv und es handelt sich bei A um eine

positiv definite Matrix.

Es ist aber auch méglich iiber die Hauptdeterminanten zu argumentieren, da fiir die
positive Definitheit alle n Determinanten einer n x n-Matrix positiv sein miissen.

Auflerdem ist die Matrix symmetrisch; dies ist auch eine Voraussetzung fiir

eine Cholesky-Zerlegung. Ziel ist ndmlich:

A=

holesky-Faktorisierung

10
Az = 10
&hH

1.A=LLY

Benutzt man folgende Formeln zum Aufbau der [-Matrix

I
Iy
I3

0
l32
l3a

0
0

l33

6

&2

273
39

&2

11 Nm_ Nhﬁ
0 Nmm N..wm
0 Nu..w

r =

10
10

5

(b) Zu zeigen: V(fg) = fVg+ gV [

I
\
@
&
8
I

2?.!3

drn

A S () - gla) +

%

dxzp N

Zu (*): Man kann hier die Produktregel aus dem 1-dim verwenden.

(¢) Zu zeigen: V(af) = aVf

B gla)=f () 5 ()

92(x)

f(x) =V [(x) g(x) + Vg(z) f(z)
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merkung: Eigentlich mufl man die 199 nach 2-stelliger Arithmetik umrechnen:
199 = 10%- 0,199 ~ 10% - 0.20 = 200

. erkennt, daf bei aq; als Pivotelement “numerische Ausléschung” stattfindet.
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(@)

mar - (v &u)
= T

max e : mar &
—_—— N ~
unter Az =0b & unler Az &u) =bsAu = unter Az =05
u<z<o I<zeu<osu 0<z<«z
< <

=5

Aufgabe 3

Redundanz in linearen Programmen. Wir betrachten ein System von linearen Ungleichun-
gen in Standardform:

z > 0

Folgende 3 Fille von Redundanz kénnen in diesemn System auftreten:

1.

2.

Redundante Gleichungen: Eine der Gleichungen kann als Linearkombination der anderen
ausgedriickt werden.

Null-Variablen: Fiir eine Variable z; ist die Ungleichung @; > 0 redundant (d.h. es ergibt
sich schon aus den Gleichugnen, dafl z; > « fiir ein ¢ > 0 gelten muB).

Beantworten Sie nun folgende kFragen:
(a) Gibt es Null-Variablen in dem folgenden System?

(II) a1 + a2 + 223 + x4 = 3
r > 0

(He2-(I1): 22+421,=0=dazs,24 > 0: 29 = x4 = 0 (Nullvariablen)

(b) Gibt es nicht-extremale Variablen in dem folgenden System?

(I7) 221 4+ 23 + 323 = 6
x > 0
>0
(I)&(I): 2, =2%2+ 23+2 = x; ist nicht-extremale Variable (a = 2).
—_—
>2
(¢) Wie kann man ein System von linearen Ungleichungen in Standardform, in welchem
einer der obigen Fille von Redundanz auftritt, vereinfachen? Wie sieht eine solche
Vereinfachung fiir (a) und (b) aus?

Fiir (a):

20y + dxz = 6 : o
o 4 225 = 3 = x; + 223 =3
Fiir (b):
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ch Ausmultiplikation erhdlt man:
Az + AAx + AAz + AAAz =b+ Ab
gen Az = b erhalten wir:
AAz = AbeAAz &AAAx
Azr = ©ATH@Ab+ Ade + AAAL]
r vertrigliche Normen folgt daraus:
Az|| < ||JATH] || £Ab+ AAz + AAAz
< |JATY] - TAL A+ JAA] - ||| + [JAA]] - ||Az])]
>s kann man folgendermaflen umformen:
() (L llAT] - AAD - [JAz]] < [JATH] - [1AB] + [JAA]] - [
ch Voraussetzung gilt auBerdem: |[|A7] - [JAA] < 1.
nn folgt aus (*) die Abschétzung fiir die Norm des Fehlers Aa:
(o) Nl < oA s+
ook AT _ . /\ /
T Le|lAT] - laA]
s 2.7 in der Vorlesung und der Tatsache, dal Az = b folgt:
1601 = 1el] < 1Al llel] - baw. e >
raus und aus (k) folgt:
A AT i
< (R jaay
S TeA ]
oAl el
— lel|lATY] - |AA]
t [|JA7Y] - [JAA]l = condlAMIAAL - | erhilt man schlieBlich:
cond(A) AA| Ab
< +
i 1 & cond(A) - i 11611
[m]

ufgabe 3

odellbildung: Das Ende der Prohibition in Amerika stellte die Familie vor das Problem, das
n legale Alkoholgeschift nach marktwirtschaftlichen Grundséatzen zu betreiben. Gliicklicher-
ise hatte der Pate seinen Sohn in weiser Vorraussicht Wirtschaftsinformatik studieren lassen.
- es leider noch nicht viele Computer gab, war dieser natiirlich arbeitslos, aber sein theore-
ches Wissen konnte er nun sinnvoll in die Familiengeschélte einbringen. Im Lagerhaus der
milie fand er neben den iiblichen Mafiautensilien noch ca. 2000 Flaschen Whisky der Marke
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Das Pivotelement ist z4,.

Endtableau:
Ty Ty Y1 Yo Y3 | 4L
0o 0 0 3 7] -16
0 0 1 -3 4 8
0 1 0 -1 1 2
1 0 0 0 -1 1

Die Optimallésung fiir @ ist 1 und fiir @5 ist 2 mit

ZF(x1,29) = 1046 =16 = <(&7TF).

Aufgabe 3

Wie im Skript versprochen wollen wir nun ein Beispiel fiir mogliches Kreisen (oder Zykeln)
des Simplexverfahrens betrachten:

min 2y 4+ day + dag
unter x; & 313 & a3 & 14 & x5 + bag
+ 22 4+ 23 & 34 & 25 4+ 226

>

VI
oo o

(a) Bestimmen Sie das zu B = {1, 2} gehorige Tableau.

(b) Iterieren Sie (Simplexverfahren) unter der Verwendung der Steilster < Anstieg < Regel,
bis Kreisen eintritt.

(¢) Uberlegen Sie sich, wie man das Kreisen verhindern kann.

Jsch”

Wurde aus der Bewertung herausgenommen, da Aufgabenstellung “f
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. Ubung

ufgabe 1

s Farkas” Lemma der Vorlesung wird oft in folgender dquivalenter Formulierung angegeben:
seien A € R™*™ und b € R™ gegeben. Dann gilt

entweder (i) 3z € R": Az <,
oder (i) Ju e RY: uTA=0und uTbh <0,

er nicht beides.
iten Sie diese Form dies Farkas” L.emma aus der Thnen bekannten her.
>se Aufgabe wurde aus der Bewertung herausgenommen, da als zu schwer angesehen.

ufgabe 2

weisen Sie die Aussage der Ubung 3.1.6 des Skriptes:
7 zuldssige Bereich eines linearen Programms in Standardform ist ein Polyeder.
ut Definition 5.1.2 st
max ¢’ unter Az = b,a >0
~Lineares Optimierungsproblem in Standardform. Ist @ > 0 mit Az = b, so sagen wir z ist
assig fiir das Problem.
1 Polyeder ist folgendermaflen definiert:

P={reR"| Az < b}

[gende “Aussagen” sind dquivalent:

Ar=b& Az <bANAx >b
——
—Ar<—b

lassigkeit kann also wie folgt umschrieben und dann umgeformt werden:

{z|Az=bA2 >0} = {a|Ae<bA&Az < SODNEE -2 <0}
A b
= x| A | < | b
E 0
———— —_———
=A :=b'

= {x| Az <¥}
e man sieht kann damit also auf ein Polyeder geschlossen werden. Daraus folgt die Behaup-

1g.
[m]

9. Ubung

Aufgabe 1

[...] Folgender Satz von Kénig beschreibt maximales matching:
max # matching = min # Uberdeckung

[...] Dies ist die Aussage des Satzes von Konig, welche Sie nun beweisen sollen! [.. ]

&

Sei A die Inzidenzmatrix des bipartiten Graphen. “Suche nach dem maximalen Matching” ist

dquivalent zu folgendem LP:
T

max fan : n

unter Az < : m

x>0

Die Maximallésung dieses Problems ist ein Vektor # € {0,1}" (davon iiberzeugt man sich,
indem man das Simplex-Tableau zu dem Problem aufstellt und Iterationen durchfiihrt. Man
sieht dann, daB auf der rechten Seite nur die Zahlen 0 und 1 auftauchen, daher diese Form des
Optimalvektor !)

Warum gibt der Optimalvektor aber das maximale Matching an?

Dazu mufl man zuerst untersuchen, was die Multiplikation der Inzidenzmatrix A € {0,1}
mit einem Vektor 2 € {0,1}" bewirkt. Hier ein Beispiel:

mxn

o~ o

o~ oo

= o = O
I

1
0
0
1

oo O =

0
=1 0
1
1

Dies ist genau der Summenvektor der 2-ten und 4-ten Spalten von A (liegt daran, daf die 2-te
und 4-te Komponente von x 1 waren, die andern gleich 0).

Die 2 oben im Ergebnisvektor kommt dadurch zustande, dafl der 2-te und 4-te Spaltenvektor
von A (Kanten) 1 als erste Komponente hatten, d.h. sie sind beide mit dem ersten Knoten
verbunden. Bei einem Matching soll aber genau dies nicht eintreffen. Zwei Kanten diirfen nie

mit demselben Knoten verbunden sein (indizieren). Man muf also verhindern, daff 2 oder eine
1

Zahl > 2 Komponente von Az wird, daher die Einschrankung Az <
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Iternative” zu diesem Induktionsschritt:
k-1 k-1 1 E—1
DAt = DA | D e+ A
i=0 =0 MU,‘\,HC \(, i=0
k-1 k-1 .
1 Ak
=D N Yoo o e
j=0 i=0 M.ﬁ.no v(. M.\.Ho v(.
:=p Konvexkomb. n. Ind.vorauss.
k-1
Ak
= D N | rt sy
j=0 MUN.HD Aj
k-1
= M Aip + Akp
=0
€K Konvexkomb.
]
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<

0

3. Die Untermatrix besitzt in jeder Spalte genau zwei 1-en (mehr ist sowieso nicht méglich,
da jede Kante nur 2 Knoten verbinden kann). Hier ein Beispiel:

o= O =
o = = O
==
= o = O

Beobachtung: Weil der Graph bipartit ist (d.h. es gibt 2 Partitionen), kann man leicht erken-
nen, daff die Summe der (linear unabhingigen) Zeilenvektoren, die zu den Knoten derselben
Partition gehdren, mit der Summe der Zeilenvektoren zu Knoten aus der anderen Partition
tibereinstummen, d.h.:

M Zeilenvektoren einer Partition = M Zeilenvektoren anderer Partition

Tm obi

n Beispiel bedeutet dies:

(L0O10)+(0101)=(1100)+(00 1 1)

Bei solchen Matrizen gibt es also eine nicht-triviale Linearkombination der Zeilenvektoren, so
daf} linear abhéngige Partitionen entstehen = det = 0.
Aus den drei Fillen folgt die Behauptung.

Aufgabe 4

Es sei A eine regulére Matrix. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem Az = b und nehmen
an, daB} die Komponenten von b alle ganzzahlig sind. Zeigen Sie nun: Falls A die Inzidenzmatrix
cines bipartiten Graphen ist, dann ist obiges Gleichungssystem ganzzahlig l6sbar.

A sei also eine reguldre Matrix, d.h. det(A) # 0. Die Aussage der obigen Aufgabenstellung laft
sich mit Hilfe der Cramerschen Regel belegen. ks heifit ndmlich:

Ist det(A) # 0, d.h. regulér, so kann die Losung des inhomogenen Gleichungssystem explizit
und eindeutig angegeben werden:

b~ b:
T = ﬂ, )

Mit D; wird die Determinante bezeichnet, die aus D dadurch entsteht, dafi die Elemente a;;
der j-ten Spalte von [ durch die Absolutglieder b; ersetzt werden. Der Fall D = 0 kann hier
ausgeschlossen werden, da in der Inzidenzmatrix weder eine Nullzeile noch identische Zeilen
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> Koeffizienten der Zielfunktion des einen Problems bilden die rechte Seite der Nehenbe-
igungen des anderen Problems. Jeder {reien Variable entspricht eine Gleichungs- und jeder
zeichenbeschrankten Variable eine Ungleichungsbedingung des jeweiligen anderen Problems.

ufgabe 2

gen Sie:

1) Das duale Programm des dualen Programms ist das primale Programm.

2) Folgern Sie hieraus: Ist das primale Programm zuldssig und beschrinkt, so gibt es fiir

beide Programme Optimallésungen 2* und y* und es gilt: ¢

(1):

nichst: Uberfithrung des dualen Programms in Standardform:

min yTb
@H\_ W ﬁu.

—

chster Schritt: Dualisieren des dualen Programms

2T (AT AT sE) > (ST, 57,0)

ﬂ.&* — .Q*ﬂ.
maz <yTh
ylAest ="
s>0
. b
maz <ty (g
(vt 7,y ") ot el —
(s,47,y7) 20
, oyt
mazx < (b7, <bT) =
T o~ yt .
(A", A" m| &5 =
(s,47.y7) 20
el g Q+
maz (b7, <b?,0)- [y~
S
yt Standardform
(AT, AT, eB)- | ¥y~ | =¢
s
(s:9%y7) 20
min a’c .o
min zLe 2TAT > =T emim e
T etATzpr T ST
el >0 =
mazx A\/Anv&vﬂm max ' F
— Alsz)=b —» Az =
() >0 >0

() 2* Optimum des primalen Programms
Zu (2): ({I) y* Optimum des dualen Programms
(') vy Optimum des dualen dualen Programms

(1 (1) ("
P N N
aﬂ;&%:ﬁ&%aﬂb*x

Demnach gilt: (7) = (') = Ta* = y*Tb

Aufgabe 3

[...] Losen Sie nun folgende Aufgaben:
(a) Stellen Sie in Inzidenzmatrix zu obigem Beispiel auf.

(b) Berechnen Sie die Determinante der Inzidenzmatrix eines Graphen mit 3 Knoten, welche
durch alle Katen miteinander verbunden sind.

(c) Uberlegen Sie sich, daB alle Unterdeterminanten der Inzidenzmatrix eines bipartiten Gra-
phen den Wert 0, 1 oder -1 haben. (Solche Matrizen nennt man auch total unimodular.)

(a) Inzidenzmatrix:

Gegeben sei folgender “Dreiecksgraph”:

—_
=2

s wird vorausgesetzt, daB die gebildeten Unterdeterminanten aus quadratischen Tr
denzmatrizen enstehen. Alle Unterdeterminanten sollen den Wert 0, 1 oder -1 haben. Mit

—
-



