Algorithmische Mathematik
Vorlesung WS 98/99

Winfried Hochstattler
Zentrum fir paralleles Rechnen
Universitat zu Koln

17. Marz 1999



| nhaltsver zeichnis

1 Notation, allgemeine Grundlagen und Rechner problematik

11 Algorithmus. . . ... ... ..
12 EtwasNotation . ... ... ... ... ... ... ...
1.3 KodierungvonZahlen . . . ... ... .. ... ... ....
14 Fehlerquellenund Beispidle . . . ... .. ... ... ....
15 Komplexitat . . . . . . . . . ..

2 Lineare Gleichungssysteme

2.1 GaulRelimination und LU-Zerlegung, Pivotstrategien . . . . .
22 LU-Zelegung . . . . . .. ..
23 GauR-Jordan Algorithmus . . . . ... .. ... .......
24 Wiederholung Uber Eigenwerte . . . . . . .. ... ... ...
25 Cholesky-Faktoriserung . . . . . ... ... ... L.
26 Matrixnormen . . . ...
27 Kondition . ... ...

3 Lineare Optimierung

31 Moddlbildung. . . .. ... .. ...
32 Fakas Lemma . ... .....................
33 Duditatssatz. . . . . ...
34 DasSmplexverfahren . .. ... ... ... ... ......
35 Tableauformdes Smplexalgorithmus . . . . ... ... ...

11

14
14
16
20
21
22
25
28



Versonvom 17. Méarz 1999

3.6 Pivotwahl, Entartung, Endlichkeit . . . .. ... ... ......
3.7 Bemerkungenzur Numerik . . . . ... .. ... ... ... ...
3.8 DieZweiphasenmethode . . . .. ... .. ... ... ......
39 Sendtivitatsanalyse . . . .. ...

4 Nichtlineare Optimierung
4.1 Wiederholung aus der mehrdimensionalen Differentialrechnung
411 Kurven . . ...
412 PatielleAbleitungen . . . ... ...
4.2 Notwendige und hinreichende Bedingungen fur Extremwerte . . .

4.3 Bedingungen fur Extremaauf (Un)gleichungs-
definiertenMengen . . . . . ...

4.3.1 Exkurs Mannigfaltigkeiten und Tangentialraume . . . . .
432 Lagrange-Multiplikatoren . . . . . ... ... ......
433 Kuhn-TuckerBedingungen. . . . . ... ... ......

5 Numerische Verfahren zur Nichtlinearen Programmierung
5.1 DasalgemeineSuchverfahren . . . .. .. ... ... ......
52 SpezidleSuchverfahren . . ... ... .. ... ... ......
5.3 Koordinatensuche, Methode des steilsten Abstiegs. . . . . . . ..
54 Newtonverfahren . . . . .. ... ... ... ... ........
5.5 Verfahrender konjugierten Richtungen. . . . . . ... ... ...

Ubungsaufgaben
Weihnachtsvorlesung
Pathologisches Beispiel zu Satz 4.2.8

Index

46
49
50
53

56
57
57
58
61

65
65
67
69

73
73
76
81
85
88

95

120

127

128



Kapitel 1

Notation, allgemeine Grundlagen
und Rechnerproblematik

Was ist ein Algorithmus? Zunachst einmal handelt es sich um eine Verunstaltung
des Eigennamens Abu * Abdallah Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi. Dieser Ma
thematiker und Astronom, um 790 in Khorezm im heutigen Usbekistan geboren,
leiteteam Hofedes siebten Kalifen der Abbessiden’ Abdallah Al Ma mun dasHaus
der Weisheiten. Von seinen Schriften sind zwel besonders interessant:

a) a-Kitabal-mukhtasar fi hisab a-jabr wa' I-mugabala(Rechnen durch Ergan-
zenund AusgleicheninKirze). DiesesBuch ist der Losung linearer und qua-
dratischer Gleichungen gewidmet, und ihm verdanken wir das Wort , Alge-
bre'.

b) Kitab hisabal’ adad al-hindi, der lateinischen Ubersetzung , Algoritmi de nu-
mero Indorum” verdanken wir neben dem Wort Algorithmus auch die irre-
fuhrende Bezeichnung ,,arabische Zahlen®. Al-Khwarizmi rechnet in 10er
Notation mit Platzhalter fur die Null.

Nach der Bereitstellung des rechnerischen Handwerkszeugs, beschéftigt sich das
erste Algebrabuch mit MafRen und Erbschaftsangelegenheiten. Die |ateinische U-
bersetzung des Buches Uiber die Zahlen der Inder fUhrte dazu, daf? bei Rechenpro-
blemen im Italien des ausgehenden Mittelaters die Kaufleute nachschauten, was
Algoritmi dixit. In der Grundschulelernen wir die Algorithmen zur Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division.

Altere Prominente Algorithmen sind das Sieb des Erathostenes und der euklidische
Algorithmus zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Tellers zweier Zahlen.



Versonvom 17. Méarz 1999 4

1.1 Algorithmus

Unter einem Algorithmusverstehen wir eine “ Rechenvorschrift”, die bei Eingabe
einer Probleminstanz eine Ausgabe berechnet und

a) inenem Text endlicher Lange beschrieben werden kann,

b) deren einzelne Schritte exakt und eindeutig festgelegt sind, dabei mul3 je-
de mogliche Situation erfal3t sein und die zugehorige Vorgehenswei se genau
spezifiziert und in endlicher Zeit durchfihrbar sein.

¢) dieinendlichen vielen Schritten terminiert

Dieseinformelle Definition eines Algorithmussoll unshier gentigen. In den Infor-
matikvorlesungen haben Sie gelernt, dal3 man Algorithmen formal Uber geeignete
Maschinenmodelle, wie RAMs oder Turingmaschinen definiert.

1.2 EtwasNotation

Der Allquantor ist V, der Existenzquantor 3. Wir bezeichnen mir N (Z,Q, R, ©)
die Mengen der natiirlichen (ganzen, rationalen, reellen bzw. komplexen) Zahlen.
Die Menge N enthalt nicht die Null. Mit Z., (Q., R.) bezeichnen wir die nichtne-
gativen ganzen (rationalen, reellen) Zahlen.

Fur n € N bezeichnet N" (Z", Q", R", C") die Menge der Vektoren mit n Kompo-
nenten mit Eintragen in N (Z, Q, R, €). Sind E und R Mengen, so bezeichnet RE
die Menge aler Abbildungen von E nach R. Wenn E endlichist, so betrachten wir
die Elemente von RE auch als |E|-Vektoren und schreiben

X = (Xe)ecE-

Soweit nicht explizit anders gesagt, sind Vektoren stets Spaltenvektoren. Ein hoch-
gestelltes T bedeutet Transposition, alsoist fir x,y € R"x" ein Zeilenvektor und

als Matrixprodukt ist
n
X'y = Z XYi.
i=1

Ist o eineredle Zahl, so bezeichnen wir mit

[a] =mi{X € Z | a <X}, |af =max{XeZ|a>xX}.



Versonvom 17. Méarz 1999 5

Sinda, b € R", so bedeutet

a<beVvVi=1....n:a <b.
Sind M, N Mengen, so schreiben wir

M C N fallsM eine Teilmengevon N i,

M C N falsM # N eine Teilmengevon N ist,

M\ N ={x € M | x ¢ N} fur die Differenz

MAN :=(M\ N) U (N\ M) fur die symmetrische Differenz

M .= {X | X C M} firr die Potenzmenge von M.
Sind dartiber hinausM,N C R"und o € R, so gelte

M+N = {x+y|xe M,y e N}.
M-N ={x-y|xe M,y e N}.
aM :={ax | x € M}.

Mt :={ye R"|v¥xe M:x"y=0}.

Ist R eine Menge, so bezeichnen wir mit R™" die Menge der (m, n)-Matrizen mit
Eintragenin R, dassind Matrizen mit mZeilenund n Spalten. Iss A € R™" so heif
der Ei ntrag inderi -ten Zeile und j-ten Spalte a.J oder A manchmal auch ohne
M, N die Zeilen- bzw SpaJtenlndexmengevonA [ C”"IVI undJ C N, sobeze|chnen
wir mit A ; die Matrix (& j)ici jes, Statt A n (Am,g) schreiben wir kurz A (A ;). Mit
|, oder kurz | bezeichnen wir die Einheitsmatrix, d.i. die (n x n)-Matrix mit Einsen
auf der Diagonale und sonst lauter Nullen.

Mit e € R"bezeichnen wir den i-ten Einheitsvektor, d.h. (g); = 1fallsi =j und O
sonst.

Ist x € R", s0 bezeichnet, falls nicht ausdricklich anders definiert, ||x|| stets die
euklidische Norm oder L,-Norm

IX|l2 == VXTx = Zx,?.
\ =1

Manchmal verwenden wir auch andere Normen, wie etwa
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dieL;- oder 1-Norm: |[x||s := ", |%|

dieL..- oder Maximumsnorm: |[X|[o := MaXi<i<n [Xi[-

Ist P C R"und ¢ > 0 so bezeichnen wir mit
U.(P):={xeR"[3peP:|x-p|<e}

die offene c-Umgebung der Menge P. Ist P = {p} einelementig, so schreiben wir
statt U.({p}) kurz U.(p). Zusatzlich definieren wir U.({oc}) = {x € R" | ||x|| >

=

1.3 Kodierungvon Zahlen

Wie wir bereits oben erwahnten, war eine der wesentlichen Leistungen von al-
Khwarizmi, dal3 er die Stellennotation im Abendland bekannt machte. Mit romi-
schen Zahlen 1&3t sich namlich schlecht rechnen. Was steckt nun genau hinter die-
ser Zahldarstellung? Jede Stelle steht fur eine Zehnerpotenz, wir haben Basis Zehn.
Mit dem folgenden Satz werden wir beweisen, dal3 man bzgl. jeder beliebigen Ba-
sis eine eindeutige Darstellung jeder reellen Zahl gewinnen kann.

Satz131 S&iB € NJB > 2, undsei x € R\ {0}. Dann gibt es genau eine
Darstellung der Gestalt

x=0B") " xiB" (1.1)
i=1

mto € {+1,-1},n € Zund x5 € {0,1,...,B—- 1} x4 ¥ 0und zusatdich
Vie NIk > j:xx #B-1.

Beweis. Existenz. Wir setzen
o = sgn(x),n:= [logg(|x|)] + 1 und x := [|x|B™"| mod B

und miissen nachwei sen, dal3 dann die Reihe gegen x konvergiert. Dazu zeigen wir
mittels vollstandiger Induktion zunachst

i-1
xi = [ (X -B"Y  x;BT)B™. (12)

=1
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Nach Definition von nist B™ < |x| < B" und somit zunachst einmal

x4 = [|x|B"™ modB
= [IXB*"]
1-1

[(1X =B x;B7)B™

=1

> 1

und somit (1.2) gezeigt fur i = 1. Sei nunip > 2 und die Behauptung fur alle
i <ip—1 bewiesen. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann

i0—2
0< (X =B") x;BT)B "~ x,1 < 1.
i=1

Wir schlief3en hieraus
io—2
0 S (|X| -B" Z X_j B—j)BIo—n _ Bn_'°+l+('°_n)Xio_1 <B
=1
und somit
Xi, = |[x/B°™| modB

io—1

[(X-B" ) x;B7)B"™]

=1

womit (1.2) bewiesen ist.

Fur den Konvergenzbeweis miissen wir nach Mathematik fur Wirtschaftsinforma-
tiker | zeigen, dal3eszu jedem e >0 einip € N gibt mit

N
YN > i : |x—aB”Zx_iB‘i| <e.
i=1
Sei also ¢ > 0 vorgegebenundip = [n+2—logg ¢ |. Nach dem soeben Bewiesenen
Ist - o
0 < (|x-B" Zx_j B7)B° ™" <B
j=1

und somit
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N N

Xx= 0B x;B] X -B"> " x;B?
=1 =1

io-1

< ||x|-B" Z xiB7|+B") (B-1)B

j=io

< grioy B”(B 1)
Bo(1-3)

< Bn+2—[n+2 logg €]

= BI_IOgBEJ Sé“

Nehmen wir nun an, esgabeeinjo € NmitVk > jo : X« =B —1. Dannist
jo—2

Xy = [(IX] —B”ZX—kB_k)Bj°_l_”J

jo—2

= (B”Zx_ B - B”Zx_ BBl

= BVt Z xB7)

izjo—l

= [Xgp+(B-1)) B

i=jo
= Xgo-p*+ [(B-1) Z B

1 1

= Xo-p + (B~ Dg ]

1-1

B
= Xnt+l

Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zei-

gen. Angenommen also o1B™ Y~ x B = 0,B™ 3" yB™. Offensichtlich muR?

wegen X Z 0 dann o1 = o, sein. Ausx-; 7 0 7 y-; und

» ziB' < ) (B-1)B"
i=2 i=2
B-1 1
B 1-1
= B_l
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falsdlez; € {0,...,B—1} aber nicht alleidentisch B—1 sind, schliefen wir n; =
n,. Esbleibt zu zeigen x; = y.; fur alle i. Angenommen dies ware nicht so. Dann
betrachten wir 0 = 35, (x. —y-)B™. Nach Annahme gibt es einen kleinsten Index
io Mit X5, 7 y-i,. Durch eventuelles Vertauschen der Namen konnen wir 0.B.d.A.
(ohne Beschrankung der Allgemeinheit) annehmen, dal3 x, <y-;,. Dann erhalten
wir

D (i —y-)BT

i=ig+1

> (Xicio = Y-irig)B”
i=1

1<y, =X

< i(B— 1)B
i=1

1

=1
B-1

< (B-1

Demnach muf3in allen Ungleichungen dieser Kette Gleichheit herrschen. Hieraus
folgt aber, dal3x; = B—1undy; = 0furalei > ip, waswir ausgeschlossen hatten.
0

Im Rechner verwenden wir bekanntermal3en B € {2, 8, 16}.

1.4 Fehlerquellen und Beispiele

Man kann keine Reihen mit unendlich vielen Gliedern bel vorgegebenem endli-
chen Speicher darstellen. Beim praktischen Rechnen ist man deshalb gezwungen
zurunden. Esseien x, X € R und X eine Naherung fur x sei. Dann heif3en

a) X-—Xder absolute Fehler und
b) firx %0, ** der relative Fehler.

Bel der Darstellung von Zahlen bzgl. einer geraden BasisB € N, B > 2 wollen
wir folgende Rundungsvorschrift fur t-stellige Darstellung mit x € R \ {0} fur
x=0oB"Y "X xB™ benutzen:

_J oB Y BT falsxq <8
Rdt(X) -— { UB”(B_t +Z}:1 X B—i) fallsx_t_l > %
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Sei nun eine Maschinengenauigkeit t € N vorgegeben. Dann bezeichnen wir Zah-
len mit einer Darstellung der Gestalt oB" ", x B as Maschinenzahlen oder
Gleitkommazahlen. Dabei heif}t n der Exponent, o das Vorzeichen und >\, x;B™
die Mantisse der Zahl. Wir sagen auch die Zahl habe eine t-stellige Mantisse.

Satz1.4.1 Seike N,B=2kte Nundx=0B">"" x;B" #Z0. Danngilt:

a) Rdi(x) hat eine Darstellung der Gestalt oB™ 3"1_, X,B™ # 0,

b) der absolute Fehler ist beschrankt durch |x — Rdy(x)| < B;_t,

c) der relative Fehler ist beschrénkt durch [*Ra09| < BZ,

x—Rd(x)
Rdk(x)

Bl—t

— 2 .

d) der relative Fehler bzgl. Rd;(x) ist beschrankt durch

Beweis. Ubung.

Bel der Verknipfung zweier Gleitkommazahlen, wie Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division werden wir nun zunachst das Ergebnis moglichst genau
berechnen und dann auf t Stellen runden. Betrachten wir dies zum Beispiel bel der
Addition.

Beispiel 1.4.2 Wr wollen mit 4-stelliger Arithmetik (d.h. 4-stelliger Mantisse) zur
Basis 10 die Zahlen 12,34 und -0,09876 addieren.

+ .1 2 3 4 2
- 9 8 7 6 -1
+ 123 40000 2
- 0O 00 987 6 0 2
+ 1 2 2 412 40 2
+ 1 2 2 4 2

Das Runden von Zahlen liefert also ein zusatzliches Fehlerpotential bei der nu-
merischen Losung eines Problems. Andere Fehlerquellen sind Datenfehler oder
\erfahrensfehler. Letzteres sind etwa Ungenauigkeiten, die dadurch enstehen, dal3
iterative, konvergente Prozesse nach endlich vielen Schritten abgebrochen werden.
Alle diese Fehler konnen durch Fehlerfortpflanzung verstarkt werden, wie in der
»Mathematik fur Chemiker und Wirtschaftsinformatiker* diskutiert.

In den Ubungen wollen wir diskutieren, wie man durch geschickte Auswertung
von Formeln die Auswirkungen von Rundungsfehlern verkleinern kann.
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1.5 Komplexitat

Unter der Komplexitat eines Algorithmus verstehen wir Uiblicherweise das L auf-
zeitverhalten des Verfahrens. Um dies zu definieren miissen wir uns zunachst auf
einen Satz von Elementarschritten einigen, deren Ausfiihrung in einem Schritt be-
waltigt werden kann. Wir haben eben gesehen, dal3 die Addition zweier Maschi-
nenzahlen konstanten Aufwand verursacht. Der Einfachheit halber woller wir +, —, -, :
sowie Vergleichsoperationen =, <, >, < etc. und Zuweisungen zu den Elementar-
schritten zahlen. Mit diesen Definitionen konnen wir bel gegebenem Input die L auf-
zeit des Algorithmus A bei Input | definieren

La(l) := |Elementarschritte, die A ausfhrt, bis er terminiert.|

Dawir bei Algorithmen tiblicherweise an dem Verhalten bzgl. mehrer Inputbei-
spieleinteressiert sind, betrachten wir das Laufzeitverhalten in Abhangigkeit von
der Lange (1) der (sinnvoll kodierten) Inputdaten (1) und bezeichen als worst-case
Komplexitat

La(n) := max{La(l) | (I} < n}.

Beispiel 1.5.1 Der euklidische Algorithmus zur Bestimmung des grof3ten gemein-
samen Teilers zweier ganzer Zahlen mund n [&f% sich wie folgt darstellen.

#!/zpr/1 ocal / bi n/ python # Pfad fuer den Interpreter
i mport sys # Modul fuer sys
i mport string # Modul fuer string

mestring. atoi (sys.argv[1]) # lese erste Zahl ein
n=string. atoi (sys.argv[2]) # lese zweite Zahl ein
r=m%n #r = m(nod) n
whil e r!=0:

nEn

n=r

r=m%n #r = m(nod) n
print n

Sei m der Inhalt der Variablen min der i-ten Iteration. Betrachten wir die Ande-
rung der Variablen mbeimDurchlauf zweier Schleifen. Offensichtlichist stetsmy,; <
m. Gilt nun ms; < 3, soist offensichtlich m., + my < 2my; < m. Anderer-
seits folgt aber aus m; > % sofort m+2 = m — m—; also wiederum mizo + My <
m. In z2wei Schleifendurchlaufen wird also die Grofde der Zahl m mindestens hal -
biert. Hieraus schlief3en wir, daf’ die Gesamtlaufzeit des Algorithmus beschrankt
ist durch 4(log,(m) + 1). Also terminiert der Algorithmus.
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Wr schreiben d|n fallsd die Zahl n teilt, baw. d fnim anderen Fall. Es bleibt zu
zeigen, daf’ das \erfahren tatsachlich die grofite Zahl ggT(m, n) berechnet, die m
und n teilt. Dafur zeigen wir, daf3, wenn m > n,n /maber d|n und d|m auch gilt:
d|(mmodn). Denn m = dky, n = dk, und mmodn = m— kzn impliziert mmodn =
(k1 —koks)d. Der Algorithmusterminiert imr-ten Schritt, wenn n;m, und nach dem
Gezeigten gilt dann ggT(n, m)|n, = m_; mod n,_; und somit ggT(n, M)|n;.

Exaktes Buchhalten bel Algorithmen ist schwierig. Es erweist sich als nitzlich
fur das Verhalten der Kompexitatsfunktion die sogenannten Landau-Symbole ein-
zufiihren. Seiendazuf,g: D — R zwei FunktionenmitD C R und Xy € RU{oo}.

a) f heifd von der Ordnung O(g), wir schreitben f = O(g), fur x gegen X, falls
esC>0,6 > 0gibt mit

f()] < Clg(¥)] fir x € Us(xo)-

b) f heil3 von der Ordnung o(g), wir schreiben f = o(g), fir x gegen X, falls
furaleC>0eseind >0 gibt mit

f()] < Clg(¥)] fir x € Us(xo)-

Den wichtigen Speziadfall n — oo, den wir fur die Laufzeitfunktion bendtigen,
wollen wir noch einmal extra notieren.

Proposition 1.5.2 Sa A ein Algorithmus mit LaufzeitfunktionLaund g : N — N.
Dannist La in O(g)* genau dann, wenn

3C> 03Ny € NYN > Np : La(N) < Cg(N).

Beweis. L = O(g) fur x gegen oo, wenn esein C > 0, und ein 6 > O gibt mit
ILa(N)[ < Clg(N)| fir N € U;(0).

=" Wirsetzen Ny = § + 1. DannistN € Us(oc) & N> 2 =No- 1< N > No.

#<=" Wir sefzen § = 15 und schlie3en wie eben.

IWarum ist hier nur xg = co sinnvoll?
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Beispiel 1.5.3 Wr betrachten die Laufzeitfunktion des euklidischen Algorithmus.
Die Inputgrof3e der Datenist bel sinnvoller Kodierung log,(m) +log,(n) + 3. Wir
durfen annehmen n > 2. Fir die Laufzeitfunktion Leiqg gilt also

Leunia(10g,(m) +10g,(n) +3) < 4(log,(m) + 1).
Nach Definition ist die Laufzeitfuntion monoton wachsend und wir schlief3en
Leuia(log,(m)) < 4log,(m) firm>n > 2.

Somit ist also Lewia(k) = O(K), wir sagen, der euklidische Algorithmus ist line-
ar. Ublich ist auch die Bezeichnung Lewig = O(n), weil mit n oft die Inputlange
bezeichnet wird, was in diesem Fall eine Ful3falle darstellt.

Wir wollen auch die Komplexitat eines Problems definieren und zwar als als die
Laufzeitfunktion eines besten Algorithmus. Wir konnen also z.B. etwas salopp sa-
gen, dal3 das Problem der Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier
Zahlen O(n) ist.

Ublicherweise definiert ein Problem im mathematische Sinne eine Funktion, die
einer gegebenen I nstanz des Problemsdi e (eine) zugehorige L dsung zuordnet. Um-
gekehrt konnen wir jede gegebene Funktion f as Problem betrachten und nach ei-
nem Algorithmusfragen, der diese Funktion berechnet. Fallsein solcher existiert,
nennen wir die Funktion berechenbar sonst nicht berechenbar. Der folgende Satz
zeigt, dal3esbel der Losung mancher Probleme prinzipielle Schwierigkeiten geben
kann.

Satz 1.5.4 Es gibt eine nicht berechenbare Funktion = : N — {0, 1}.

Beweis. Nach Definition |&3t sich jeder Algorithmusin einem endlichen Text be-
schreiben, insbesondere a so auch jeder Algorithmus, der eine Funktion mit Wer-
tenin {0, 1} berechnet. Indem wir diese Algorithmen nach ihrer Lange und dann
lexikographisch ordnen, konnen wir sie abzahlen, aso jedem n € N einen Algo-
rithmus A, zuordnen. Wir definieren nun 7(n) = 1 — A,(n). Dann stimmt = mit
keiner Funktion Uberein, die von einem Algorithmus berechnet wird. O



Kapitel 2
L ineare Gleichungssysteme

Eine der wichtigsten numerischen Aufgaben ist das Losen von Gleichungssyste-
men, denn dieses Problem taucht in vielen Verfahren als Teilproblem auf. Hierzu
gibt esim wesentlichen zwei Typen von Algorithmen. Die direkten Verfahren, die
in endlich vielen Schritten eine Losung berechnen, die mit Rundungsfehlern und
Ihren Konsequenzen behaftet ist. Andererseitsdieindirekten, iterativen Verfahren,
die abbrechen, wenn eine ,gewisse“ Genauigkeit erreicht ist. Wir werden uns aus
Zeitmangel nur mit direkten Verfahren beschaftigen.

Im gesamten Kapitel werden wir folgende Fragestellung untersuchen. Gegeben
seien A€ R™" b e R™ Gesucht ist ein Vektor x € R"mit Ax = b.

2.1 Gauldimination und LU-Zerlegung, Pivotstra-
tegien
Diese Aufgabenstellung ist bereits in der ,Mathematik fur Chemiker und Wirt-

schaftsinformatiker* behandelt worden. Wir wollen das dort vorgestellte Elimina-
tionsverfahren etwas implementationsnaher darstellen und untersuchen.

Znachst einmal wiederholen wir die Vorgehensweise anhand eines Beispiels.

Beispiel 2.1.1 Sei
1 1 11 10

| -1 0o oo | -4

ATl 01 0o °7| =3

0 0-10 -2

14
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1 1 1110 [1] 1 1 1|10
-1 0 00|-4 0 [1] 1 1| 6
0 -1 00|-3 0 0 [1] 1] 3"
0O 0 -1 0|-2 O 0 O 1] 1

Und wir erhaltenalsLosung x4 = 1,x3 = 3-1 =2 X% =6-2-1=3/X =
10-3-2-1=4.

Vereinfacht formuliert geht man so vor, dal3 man von links nach rechts mit den
Diagonal el ementen eine Gaul3elimination durchfiihrt, d.h. man formt das System
so aquivalent um, dal? unter dem Pivotelement nur noch Nullen stehen. Notieren
wir zunachst den Gauf3eliminationsschritt bzgl. des Elementes a;;.

def gausselimAi,j):
for I in range(i+1,m:
Alj=All,]]
AL, :T=AL, ] -ALJTAT,JI*ALL, 1 ]

Bel der Bestimmung des Pivotel ementes entlang der Diagonal en kann der Fall ein-
treten, daR a; = O ist. Gibt esdann einay Z 0 mitk > jund | > j, so vertauschen
wir diek-teund j-te Zeile, sowiel-teund j-te Spalte, merken uns, dal3in der Losung
dielndizes| und | vertauscht werden missen und flhren eine Gaul3elimination mit
a;j durch.

def gaussal g( A b):

d=m n([mn])
i ndex=range(0, n) # Pernutation der Variablen
C=concatenate((A b), 1) # Verschnel ze A b nebenei nander
for k in range(d):
if dk,k]==
pi votfound,i,j = findpivot(C,index,k)
if pivotfound == O:
br eak
el se:
if i I'=k: # swap rows i and k
swaprows(C, i, k)
ifj!=k: # swap col ums
swapcol ums(C, i ndex, |, k) # and variables j and k

gaussel i m C, k, k)
sol vabl e, x = conmpute_x(C,index)
return sol vabl e, x
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Abschlief3end konnen wir nun anhand der transformierten Matrix feststellen, ob
das Gleichungssystem losbar ist und, wenn ja, eine spezielle Losung bestimmen.

def compute_x(C,ind):

# C=[ Al b], wobei A eine obere Dreiecksmatrix mt nx= n ist.
# Wr | oesen das System Ax=b unter Beruecksi chtigung der

# Permutation i ndex fuer x.

i f sol vabl e:

x[ind[d]]=d d, n]/d,d]

for i in range(l,d+1): # for(i=1,i<d+l,i++)
x[ind[d-i]]=Cd-i,n]
for j in range(0,i):

x[ind[d-i]]=x[ind[d-i]]-Cd-i,d-j]*x[ind[d-]]]
x[ind[d-i]]=x[ind[d-i]]/Cd-i,d-i]
return sol vabl e, x

Bemerkung 2.1.2 Grundsatzich sollte man bei numerischen Berechnungen we-
gen der Rundungsfehler Abfragen nach Gleichheit vermeiden. So sollte fur wirk-
liche Berechnungen in den oberen Routinen zB. stets anstatt der Abfragex! = 0
besser |x| > ¢ fur eine kleine Konstante abgefragt werden.

2.2 LU-Zerlegung

Wir wollen nun noch etwas detaillierter den Fall untersuchen, dal3 A ein regulare
Matrix ist. Speziell ist die Matrix dann quadratisch und wir definieren:

Definition 2.2.1 Sai A eine (n x n) Matrix. A heil3t obere Dreiecksmatrix, wenn
V1i<i<nVi>j<n:A;=0is. Analog definieren, die untere Dreiecksmatrix,
wennvV1<i<nvi<j<n:A;=0is.

Die folgenden Uberlegungen sind niitzlich, wenn das System Ax = b mit festem
A aber variierendem b zu 10sen ist. Zunachst halten wir fest, dal3 wir uns bei re-
gularem A bei der Suche eines Pivotelementes auf die aktuelle Spalte beschranken
konnen.

Proposition 2.2.2 Sal A eineregulare (n x n)-Matrixund 1 < d < n so, dal3 fur
ale0<j<dundallei >j A; =0ist, d.h. Ahat inden ersten d — 1 Spalten die
Gestalt einer oberen Dreiecksmatrix. Dann gilt: 3d <1 < n: Ag4 7 0.
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Beweis. WennvVd < i < n: Ag =0, so haben die ersten d Spalten Nichtnullein-
trage nur in den ersten d — 1 Zeilen, sind also linear abhangig im Widerspruch zur
angenommenen Regularitéat von A. 0

Unter der Annahme, dal3 nur Zeilenvertauschungen durchgefuhrt werden, kdnnen
wir nun alle Transformationen, die im Gauf3algorithmus durchgefiihrt werden a's
Multiplikation des Systems[A|b] von links mit einer geeigneten Matrix schreiben.

Definition 2.2.3 Eine (n x n) Matrix der Gestalt

1

heil3t Transpositionsmatrix. Ein Produkt von Transpositionsmatrizen nennen wir
eine Permutationsmatrix.

Bemerkung 2.2.4 DieLinksmultiplikationeiner (mx n)-Matrix A mit P{' bewirkt
die Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile. Die Rechtsmultiplikation von A mit
Pjj bewirkt die Vertauschung der i-ten mit der j-ten Spalte.

Proposition 225 &) Transpositionsmatrizen sind selbstinvers, d.h. PP = In.

b) Eine (n x n)-Matrix A ist eine Permutationsmatrix genau dann, wenn A €
{0,1}™" und fur jedesi € {1,....,n} einj; € {1,...,nfundeinj, €
{1,....n} exisieren mit Ag =g, undg'A=g].

Beweis. Ubung. O

Auch ein GaulReliminationsschritt 183t sich als Linksmultiplikation mit einer ge-
eigneten Matrix schreiben.
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Definition 2.2.6 Eine (n x n) Matrix der Gestalt

d

d 1
—Od+1,d

0

~On,d 1
hei (3t Frobeniusmatrix. Seunterscheidet sich nur inder d-ten Spaltevon einer Ein-
heitsmatrix. Wir konnen also schreiben

Gg=Iln—0gse] mMitgs=(0,...,0,as1ds - -, nd)-

Ein GaulReliminationsschritt bzgl. des Elementes aqq wird bewirkt durch Links-

muiltiplikation mit einer Frobeniusmeatrix, bei der gia = 2.

Bemerkung 2.2.7 Die Frobenius Matrix Gy ist regulér und man rechnet nach:

-1 T
Gy =Int+0dey =

gn,d 1
Proposition 22.8 a) Ist P} eine Transpositionsmatrix miti, j > d, so gilt
PiG4'Pj = Pj(In+ gs&j )P = In + (Pjga)es

|

b) SndP. .... P! Transpositionsmatrizen miti,,j > d, so gilt

i1’ ik
k k k
In + ((H Pir:j|)gd)e;|1— = H PﬂhGél H Pink+1—|jk+1—|'
1=1 1=1 =1

Beweis. Ubung. O
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Fuhren wir den Gaufialgorithmus bei einer regularen Matrix A durch, so kdnnen
wir diesauch durch eine Multiplikation mit einer Folge von Frobenius- und Trans-
positionsmatrizen beschreiben. Nach einer Gaul3elimination kdnnen wir den Spei-
cherplatz unterhalb des Diagonal elementes gqq zur Abspeicherung des Vektors gq
nutzen. Der folgende Satz verdeutlicht, warum es sinnvoll ist, alle weiteren Zei-
lenvertauschungen auch mit dem gq-Vektor durchzufiihren. Genauer gilt:

Satz 2.2.9 (Satzvon der Dreieckszerlegung) Sei A € R™" eine regulare Ma-
trixundseienPl,,... P! ., undG;,..., G, diebendtigten Transpositions- bzw.
Frobeniusmatrizen. Setzen wir

n-1 n-k-1
P= H Pir:(k und L= H (| + (H Pln—Jn_J> ng<T>
k=1

und bezeichnen mit U die Transformierte von A, dannist L eine untere Dre ecks-
matrix und es gilt
PA=LU.

Beweis. Zunachst einmal ist I, + <H” " lPn _ ) gke, offensichtlich wieder eine
Frobeniusmatrix. Somit ist L das Produkt von Frobeniusmatrizen mit von rechts

nach links wachsendem Index, also (!) eine untere Dreiecksmatrix. Die Behaup-
tung folgt nun, daU =[] GaiP? A und

n-1 n-k-1 n-1
LU = H <| + (H Plnjn—1> ngI> (H Gn—kpﬂ«k) A
1 k=1
-2 n-k-1
= (In + ( H Pir:1_j n_j) gka—(r> G;}lGn—l
k=1 =1

n-1
([Tt

k=2

n-3

= H (~ )+ Pinn_ln—lgn—ZerT—z)

k=1

n-1
o ([l

k=2

n-3

H (~)Pi in-1n- 1Gn 2F)|n 1P |n 1= 1Gn-2

k=1
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n-1
e (fon)

k=3

n-d-1 d-1
= H (~) ( PIr:1_Jn—]> —d (H Pln_d+J —d+1>
k=1 =1
d-1 n-1
( Pir:1—kn—k> G”_dpirl—dn—d (H G”_kpirl—kk> A
k=1 k=d+1

PA.

a

Bemerkung 2.2.10 Wr hatten bereits angedeutet, dafl3die LU-Zerlegung niitzlich
ist, wenn man Ax = b fir verschieden \ektoren b 16sen muf3. Daftr berechnet man
z2unachst Lc = Pb. Da L eine untere Dreiecksmatrix ist, lafdt sich das durch eine
einfache Rekursion |osen. Nun berechnet man Ux = c. Insgesamt gilt dann Ax =
PPAX = PLUx=PLc=P'Pb=h.

Analysieren wir die Komplexitat des Algorithmus, so sind fur den d-ten Gaul3eli-
minationsschritt (n—d+ (n—d)?) Multiplikationen und (n—d)? Additionen durch-
zufuhren. Abgesehen von der Pivotsuche eralt man einen Aufwand von %3 -3 Mul-
tiplikationenund % — = + 1 Additionen. Bei der Lasung von Ux = Pb betrégt der
Aufwand (5) =% -2 Additionen und (') = = + 0 Multiplikationen.

Bemerkung 2.2.11 Bei der Pivotsuche sollte man aus Griinden der numerischen

Sabilitat nach moglichst grof3en Eintragen suchen. Fuhrt manallerdings eine Spal -
tenpivotsuche durch, so empfiehlt es sich, vorher das Maximum der Zeilen zu ska-

lieren.

2.3 Gaul-Jordan Algorithmus

Anstatt nur unterhalb des Pivotelementes die Variable zu eliminieren, kann man
dies natirlich auch oberhalb der Diagonale tun. Wir erhalten so die Gaul3-Jordan-
Elimination.

def gaussjordanelin(Ai,j):
Alj=Ali,]]
Ali,:T=A0,  TTA ]
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for k in range(i)+range(i+1,m:
A kj=A[k,|]
ALk, :]=Ak,:]-Ali,:]*AKj

Analog zu dem Vorherigen kann man diese Eliminationsschritte zu einem Algo-
rithmuskombinieren, bei demin A eine Einheitsmatrix Ubrigbleibt und rechter Hand
eine Losung des Gleichungssystems steht.

Vorteile hat man beim Einsatz von Vektorrechnern, ansonsten ist die Komplexitat
um einen Faktor drei schlechter als eben. Den Gaul3-Jordan-Eliminationsschritt
werden wir allerdingsin der Linearen Programmierung noch intensiv benutzen.

Auch den Gauf3-Jordan-Eliminationsschritt kann man als Linksmultiplikation mit
einer Matrix beschreiben. Dies hat bei eine Pivot auf dem Element a; die Gestalt

oy
1 2

1
— ajj

G, = Q41

a

0

&
ajj 1

und wird alsn-Matrix bezeichnet. Die i-te Spalte wird auch »-Vektor genannt.

2.4 Wiederholung Uber Eigenwerte

Definition 2.4.1 Sai Aeine(nx n)-Matrix Uber einemKorper K. EineZahl A € K
heif Eigenwert von A, wenn esein x € K" \ {0} gibt mit Ax = Ax. Jeder solche
\ektor X Z 0 heif3 Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Ist A eine Matrix mit kom-
plexwertigen Eintragen, so bezeichnenwir mit A* die zu A transponierte, komplex-
konjugierte Matrix. Ist A = A*, so nennen wir A hermitesch. Eine Matrix Q heif3t
orthogonal, wenn Q"Q=QQ" =1.

Eine reellwertige Matrix ist hermitesch genau dann, wenn sie symmetrisch ist.
Lemma 2.4.2 Hermitesche Matrizen haben nur reelle Eigenwerte.

Bewas. AX =X = X*A* =x*A= AX = AX*X = X*A*X = AXX = A= A, O
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Satz 2.4.3 Ist A eine reellwertige, symmetrische Matrix, dann gibt es eine ortho-
gonale Matrix Q, so dalR QAQ' = D eine Diagonalmatrix ist. Die Spalten von Q
bilden eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beweis. vgl. Mathematik fur Wirtschaftsinformatiker, Kapitel V. O

Wir nennen A = Q" DQ die Hauptachsentransformation von A, da die Eigenwerte
von A die Diagonaleintrage von D sind und die Eigenvektoren die Zeilen von Q.
Ist D eine Diagonalmatrix und y der Vektor der Diagonal eintrage, so schreiben wir
auch D = Diag(y).

2.5 Cholesky-Faktorisierung

Die Resultate des letzten Abschnitts besagen, dal3 man eine symmetrische Ma-
trizen A durch Drehung und Spiegelung des Koordinatensystems in eine Diago-
nalmatrix Uberfuihren kann, welche die Eigenwerte von A auf der Diagonale hat.
Sind diese alle nichtnegativ, so kann man aus A die ,Wurzel ziehen'. Solche Ma
trizen werden beim sogenannten Newton-Verfahren in der nichtlinearen Program-
mierung eine Rolle spielen.

Definition 2.5.1 Sai A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann heilt A positiv
definit fallsx" Ax > O fur allex € R"\ {0}.

Im folgenden werden wir zeigen, wie man bei positiv definiten Matrizen das Glei-
chungssystem Ax = b noch effizienter [6sen kann.

Proposition 2.5.2 Eineredllwertige, symmetrische Matrixist positiv definit genau
dann, wenn der kleinste Eigenwert A\, > O idt.

Beweis. Die Bedingung offensichtlich notwendig, da aus Ax = Ax sofort x" Ax =

A||x||? folgt. Umgekehrt, sei by, . . ., b, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
zuden Eigenwerten A\ > ... > A\, > 0. Dannist

X' AX

(Z(bei)biT ) A (Z(x%,-)b,-)

i=1 =1

(Z(bei)biT ) (Z(XTbj)AbJ)
i=1 =1
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SNdEV .
TIEE S )b AbTh,
ij=1
n
b sind ONB
- > A b)?
=1
X?‘O;\PO 0

a

Proposition 2.5.3 Sei A € R™"symmetrisch und positivdefinitundl C {1,...n}.
Dannist auch A, ; symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Offensichtlichist A, symmetrisch. Angenommen sie ware nicht positiv
definit, dann gdbe esein X € R'\ {0} mit X" A ;X < 0. Wir definieren x € R"

durch
(% falsiel
1 0 sonst.

Dannist x # 0 und x" Ax = X" A; ;X < 0 im Widerspruch zur positiven Definitheit
von A. a

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun folgenden Satz zeigen.

Satz 2.5.4 (Satz von der Cholesky-Faktorisierung) Sai A € R™" symmetrisch
und positiv definit. Dann existiert eine eindeutig bestimmte, regulare untere Drei-
ecksmatrixLmit A=LLT undL; >O0ftri=1,...,n.

Beweis. Wir fuhren vollstandige Induktion tiber n. Im Fall n = 1ist A = (a3;) mit
ay1 > 0und wir setzen L = (\/a1). Sel alson > 1. Wir zerlegen Ads

_{ Avana b
A_< X aﬂﬂ).

Wie oben gezeigt ist A,-1 -1 positiv definit und symmetrisch. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es also genau eine regul are untere Dreiecksmatrix L,—; mit positi-
ven Diagonalelementen und L L.; = A1 n-1. Jedes L wiein dem Satz behauptet
hat also notwendig die Form
_ I—n—l,n—l 0
L= ( c’ > '
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Setzen wir ein, so erhaten wir

A= Arin b \_(Lx O L1, c
b" An.n c’ In,n 0 In,n

und somit als notwendige und hinreichende Bedingungen Ln—;¢ = b und ||c||? +
I2 = ann. Ln-1 it reguldr also konnen wir ¢ = L%, b setzen. Die Behauptung folgt
nun wenn wir zeigen konnen, da3 an , — ||c||? > O ist. Dafiir betrachten wir x™ =
(cTL:,, —1). Dannist x # 0 und somit

0 < XxX'Ax

I Ar-in1 b (Li)Te
bT ann -1

CTLT 1(Ln 1)TC Ann

_ B 0
= (c' I—n 1,~1) ( cTCc—ann )
= ann—|lc]?.

a

Fur die Berechnung der Chol esky-Faktorisierung betrachten wir das Zustandekom-
men der einzelnen Eintrage von A.

max{i,j}

a = LiLj thhk = Z likdjic

Wir konnen daraus leicht rekursiv die Eintrage von L ausrechnen und erhalten fol -
genden Algorithmus:

def chol esky(A):
n=A. shapel[ 0]
L=zeros((n, n))
try:
for k in range(n):
L[k, k] =sqgrt (Al k, k] -dot (L[ k,:],L[k,:1))
for I in range(k+1,n):
L[1,Kkl=(A[l,Kk]-dot(L[l,:],L[k,:]1))/L[k,K]
except:
print "Matrix nicht positiv definit"
return L
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Analysierenwir den Rechenaufwand des Verfahrens, so haben wir bei festem Zei-
lenindex | einen Aufwand von 317 = (1) Additionen, (}) Multiplikationen, | -1
Divisionen und einer Quadratwurzel. Aufsummiert erhalten wir 331112 - | =
nESn) = 0°n Additionen und Multiplikationen, (5) D|V|S|onen und n
Quadratwurzel n.Die Chol esky-Faktorisierung |13 sich analog zur LU-Zerlegung
zur Losung von Gleichungssystemen Ax = b benutzen. Der Aufwand betragt aber
nur etwa die Halfte des Gaul3verfahrens. Aul3erdem ist dieser Algorithmus nume-
risch stabiler.

Beispiel 2.5.5 Wr betrachten die Matrix

1 -1 -1 -1
[ -1 2 0 o
Al 1 0 3 1
-1 0 1 4

und berechnen

l11=V71, lg1=-1 lg1=-1 Iz =-1,
lo2=+/2-(-1)2=1, I35, =(0-(-1) = (-1))/1=-1,

2= O+ (D)/1=-1

l33=v3-1- 1 |43—( 1-(-D)*(-1)-(-1) = (-1)/1,
laa=vA—1- 1

also
1 -1 -1 -1 1 0 00O 1 -1 -1 -1
-1 2 0 0Ol _[-1 1 00 0 1 -1 -1
-1 0 3 1 - -1 -1 10 0O 0 1 1
-1 0 1 4 -1 -1 -1 1 0O 0 0 1

2.6 Matrixnormen

I m diesem Abschnitt wollen wir Uberlegungen zur numerischen Stabilitat von Ope-
rationender Linearen Algebrabeginnen. Inder Mathematik fir Chemiker und Wirt-
schaftsinformatiker ist bereits Fehlerfortpflanzung von rellwertigen Funktionen be-
sprochen worden. Wir erinnern daran, daf3 dort die Linearisierung (Ableitung) der

Funktion eine Mal3zahl fur die numerische Problematik des Ausdrucks gab. Wie
sieht dasim Mehrdimensionalen aus? Daf ur werden wir Normen von Matrizen stu-

dieren.
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Definition 2.6.1 Sei X ein \eektorraum Uber R. Eine Abbildung||-|| : X — R heif}
Norm, wenn

(N1) |[x]| =0« x=0,
(N2) Yo € R : ||ax|| = |af||x]|; (Homogenitét)

(N3) ||x+y]|l < |IX|| + |lyl|; Dreiecksungleichung).

Ein \ektorraum mit Norm hei 3t normierter Vektorraum.

Wegen 0 = ||[x—X|| < [[X]| + || =X|| = 2||x|| gilt stets ||x|| > 0. Zu einem normier-
ten n-dimensionalen R -Vektorraum X und einem normierten m-dimensionalen R -
Vektorraum'Y gibt eseine natiirliche Norm auf dem Vektorraum der (mx n)-Matrizen
Uber R.

Proposition 2.6.2 Seien X, Y normierte R-\ektorraume der Dimension n bzw. m
mit Normen || - ||x, || - ||v. Dannist die Abbildung || - |[x—y : R™" — R definiert
durch

AX 1
Aoy = sup UL oy g,
xernfop |[Xllx bt

eine Normauf dem \ektorraum der linearen Abbildungenvon X nachY, dienatirli-
che Norm.

Beweis. ad N1: max,y.=1 ||AX||y = O impliziert mit der Homogenitat, dals Ax = 0
fur alex € R". Also stellt A die Nullabbildung dar und somit haben wir A = 0.
ad N3:

max [|((A+B)x|ly < max(||Ax][y +]|Bx]|v)

[IX1x=1 [IX1x=1

< max [|Ax][ + max ||By]v.
D=1 Ivlhx=2

a

Wegen [[Allx-v = [[AX]ly/|[Xl|x gilt nun stets ||AX]ly < ||A]|x-vl|x][x . Fur nattirli-
che Matrixnormen von Endomorphismen (linearen Abbildungen innerhalb eines
festen Vektorraumes X) gilt ||1]| = 1 und ||ABJ| < ||AJ|||B||. Letzteresfolgt aus

[IABX][x < [ Allx-sx[[BXlIx < [IAllx=xIIBllx-+x[X][x-
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Beispiel 2.6.3 Wr betrachten die im letzten Kapitel bereits eingefuihrten Normen
Il Il 1 - 2, || - ||oo- Sind dann X = R™ =Y, so schreiben wir fur die zugehorigen
Matrixnormen kurz ebenso ||A||1, ||All2, ||All-- Es gilt:

a) AL =maXicq. m o, & (Spaltensummennorm),
b) [|Alse = MaXic(1.ny Y_iry 8] (Zeilensummennorm),

c) ||All2 = max{v/) | X ist Eigenwert von AT A} (Spektralnorm).

n

Beweis. ZumBeweisvon a). sef x mit [|x[s = Y, x| = 1. Dann gilt
n
RN 9)) 3EtY
i=1 | j=1
n
> lagllx|

i,j=1

= i(lxﬂélaaﬂ)

=1

n n
< i| max -
- Z <|XJ| ke{1,...,n} Z:l: |ak|>

=1

IA

n

[1x|2=1
- max ai |-
je{l,...,n};| J|

Die erste Behauptung folgt nun aus || Ae |1 = Y., |&]-
ad b).: Sei nun x mit |[X||oc = MaXje(1,...n |X%| = 1. Dann gilt

Ao = max

< ieggaxn}{Zlfs\ajllxn}

..... =

Die Behauptung folgt somit, wenn man den (1, —1)-\ektor betrachtet, der dieglei-
chen \orzeichen hat wie die Zeile, in der das Maximum angenommen wird.



Versonvom 17. Méarz 1999 28

FUr den Beweis von c) erinnern wir uns zunachst daran, daB es, da AT A symme-
trischist, eseine Orthonormalbasis by, . . . , b, aus Eigenvektoren zu Eigenwerten

|
A1 > ... > Ay > Ovon ATAgibt. Sei nunx = S0 Giby mit ||X][2 = VXTX =

VoL, 2 =1. Dannist

1AX]]3

xT AT Ax

(O BibNATAX
i=1
O BABHO  aby)
i=1 =1
= zn: BEX
i=1

< A

Die Behauptung folgt nun ausb; AT Ab; = A\;b/ b, O

2.7 Kondition

Diemotivierende Fragestellung dieses Abschnittsist: Wie wirken sich Datenfehler
bei der Aufgabe Ax = b mit einer reguléren Matrix A (bel exakter Losung) auf den
Vektor x aus. In diesem Kapitel gehen wir davon aus, dal3 eine feste Vektornorm
|| - ||mn mit zugehoriger Matrixnorm || - ||zn_rn gegeben ist.

Beschranken wir uns zunachst auf eine fehlerbehaftete rechte Seite
A(x+ Ax) =b+ Ab.
Hieraus ergibt sich Ax = A™*Ab und somit

IAX] < [ ]| Ab].

Mit ||b|| < ||All||X|| erhalten wir ||x|| > 'T und hieraus folgende Abschatzung fur
den relativen Fehler 1Ax] |AD]
X _
< AT AL
Xl lblf -

Definition 2.7.1 Seil A € R™"eineregulare Matrix. DieZahl cond (A) := ||A™|| || Al
heil3t Kondition der Matrix A.
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DieKonditionist abhangig von der gewahlten Norm. Fur dienatiirliche Matrixnorm
eines normierten Raumes gilt

cond (A) = [|A| |A] = [IATA] = [In]| = 1.

Um auch Auswirkungen von Storungen von A abschatzen zu konnen, bewei sen wir
zunachst:

Lemma2.7.2 Sei Ac R™"und ||A|| < 1. Dannist I, + Areguléar und

1
1Al

<, +AY| <
1+HAH—H(” ) H—

Beweis. Wegen ||x + Ax — Ax|| < ||x+Ax|| + ||Ax]| gilt:
[t + AX]| = fx+AXI| = I = IATIIXIE = (2= [TADI]-

Folglich kann (I, + A)x = 0 nur gelten, wenn x = O ist, somit mul3 I, + A regular
sein. Ferner haben wir

_ (~3) _
L< (U + A Ia+ A< [[(a+ AT+ [|A])

und
[0+ AT = [+ AT+ (I +ATA= (I +ATA
< [[Ua+ AU+ A + [+ ATA|
< 1+ + A A
aso

[(n+AHIA- (A < L
0
Wir sind an den Auswirkungen einer Storung von A bel der Losung von Ax = b und
damit an einer Abschétzung von cond (A + AA) interessiert. Wir folgern deshalb:

Lemma 2.7.3 (Storungsemma) Seien A/ B € R™", A regular und ||A™|||B -
A|| < 1. Dannist auch B regular und

At
A7 IB-Al

1B <
1-|
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Beweis. Nach Voraussetzungist ||A™2(B-A)|| < ||A|[[(B-A)|| < 1. Nach Lem-
ma2.7.2ig aso (I, + A™'B - 1,) regular, also auch B regular, und es gilt

1
B < IBA||IATY < ||AT
1B~ < || AT < |l Hl_HA_lB_lnH
1
< ||AT = :
1-||AYIB- Al

Nun konnen wir abschlief3end folgenden Satz beweisen.

Satz2.7.4 Seien A, AA € R™"und gelte ||A™|| ||AA|| < 1. Sden x bzw. X + Ax
Losungen des Systems AX = b baw. (A + AA)(x + Ax) = b. Dann |af¥ sich der
relative Fehler abschéatzen durch

|AX] _ cond(A) [AA|

- 1—cond(A)% Al

Beweis. Nach Voraussetzung ist ||A™||||[A + AA - A|| < 1. Also ist nach dem
StorungsemmaA + AA regular und

Iy
A IAA

A+ AAY) < —

Aus (A + AA)(X + AX) — Ax = 0 schlieRen wir Ax = —(A + AA)TAAX. Durch
Einsetzen erhalten wir

1A
[AX] < - [AA] ]
1= [[ATAA
IATHIAL  [[AA]

[l

- AA
1- ALl gt A

woraus die Behauptung folgt O



Kapitel 3
Lineare Optimierung

In den folgenden Kapiteln wollen wir uns mit Optimierungsproblemen und ihren
Algorithmen beschaftigen. Ein Optimierungsproblem besteht fir uns aus einem
zulassigen Bereich S € R",Z" und einer Zielfunktionc : S — R. Zid ist die
Bestimmung von inf, sup, max oder miny-sc(x). Im allgemeinen sind solche Pro-
bleme beliebig schwer. Deswegen behandeln wir die Aufgabenstellung nichtin al-
ler Allgemeinheit.

Beschranken wir uns zunachst auf den einfachsten Fall, daR c(x) = c'x eine li-
neare Funktion ist und Seine Tellmengedes R" ist, die durch eine Menge linearer
Ungleichungen der Forma™x < b gegeben ist.

3.1 Modellbildung

Lineare Programmierungsaufgaben aus der industriellen Praxissind tblicherweise
grof3 (tausende Variablen und Unglei chungen). Aus Grinden der Ubersichtlichkeit
behandeln wir hier eher “toy problems’.

Beispiel 3.1.1 Eine Olraffinierie hat vier verschiede Sorten Rohbenzin zur Verfi-
gung und mischt daraus Benzin in vier verschiedenen Oktanstarken. Dafiir gelten
folgende Daten

Rohstoffsorte Oktanzahl Fasser verfugbar Preis pro Fal3

1 68 4000 $31.02
2 86 5050 $33.15
3 91 7100 $36.35
4 99 4300 $38.75

31
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Benzinsorte Mindestoktanzahl Nachfrage Preispro Fald

1 85 > 15000 $40.99
2 9  beliebig $42.95
3 95 < 10000 $45.15

Gesucht ist ein Produktionsprozef3, der den Gewinn maximiert. Wir setzen
Xij = Fasser des Rohstoffs i, die zur Produktion von Sorte j benutzt werden.

Die Daten aus der ersten Tabelle liefern dann folgende Restriktionen.

X1+ X2+ X3 < 4000
Xo 1+ X2+ X253 < 5050
X31+X32+ X33 < 7100
X4+ Xa2 + X3 < 4300

Auch die Anforderungen an die Qualitat der Mischungen ergeben lineare Bedin-
gungen, denn wir haben z.B.

68X171 + 86X271 + 91X371 + 99X471 >
X1,1 X1+ X31+ X412 B

85.

Wr erhalten somit folgende drei Bedingungen

68X171 + 86X271 + 91X371 + 99X471 - 85(X171 +Xo1+Xz1 t+ X471) > 0
68X172 + 86X272 + 91X372 + 99X472 - 90(X172 +Xoo+Xzot+ X472) > 0
68x1,3 + 86X23 + X33+ 99Xs 3 — 95(X1 3+ X2 3 + X33+ Xa3) = O

Der Mindest und Hochstabsatz ergeben:

X11+ X1+ X31+ X1 > 15000
X1,3+X23+ X33+ X3 < 10000

Als Zielfunktion, die wir maximieren wollen, erhalten wir ¢(x) = 40.99(x 1+ %21 +
X3,1 + )(471) + 42.95(X172 + X2.2 + X3,2 + )(472) +45. 15(X173+ X233 + X33 + )(473) - 31.02(X171 +
X120+ X173) -33. 15(X271 +Xo ot X273) - 36.35(X371 +X32+ X373) - 38. 75()(471 +X40t )(473)
und bemerken abschlief3end, daf3 alle x; > 0 sein sollten.
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In Tabellenform erhalten wir also zunachst folgende Aufgabenstellung:

X11 X1 X1 X1 X112 Xo2 X322 X42 X133 X233 X33 X43

997 784 464 224 1193 980 660 420 1413 1200 880 6.40
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 < 4000
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 < 5050
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 < 7100
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 < 4300

-17 1 6 14 0 0 0 0 0 0 0 0o > 0
0 0 0 0 -22 -4 1 9 0 0 0 0o > 0
0 0 0 0 0 0 0 0o -27 9 -4 4 > 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 > 15000
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 < 10000

Zur algemeinen Behandlung des Problems ist es unguinstig, eine Mischung aus
<, > und = Restriktionen zu haben. Aufserdem wollen wir im Falle der Linearen
Programmierung — wie im vorliegenden Beispiel und abweichend von der Einlei-
tung — lieber Maximierungsprobleme als Minimierungsprobleme betrachten. Das
macht keinen Unterschied, da maxyesc(x) = —(minkes—c(x)). Deswegen definie-
ren wir.

Definition3.1.2 SS Ac R™"be R™b> O0undc € R". Ferner sei m > nund
A habe vollen Rang, also rang(A) = n. Die Aufgabenstellung

max c'x
unter Ax=Db
x>0

nennen wir Lineares Optimierungsproblem in Standardform. Ist x > O mit Ax = b,
S0 sagen wir X ist zulassig fur das Problem.

Um Beispiel 3.1.1 in Standardform zu bringen, fuhren wir fur die neun Unglei-
chungen sogenannte Schlupfvariabelenys, . . ., yo €in und setzen

1000 1000 1000100O0O0OO0OO0COO
0100 0100 01000100O0OO0OO0OO0CO
0010 0010 00O010O0O010O0OO0OO0OO0CO
0001 0001 00010001 00O0O00O0
A=| .71 6 4 0000 0000000012 0O0OO00O
00002419 0000000002000
0O00O0O0O O0O0OO0OO 2944000000200
1111 0000 0000O0OO0O0O0O0O0OO0CS2=0
0000 0O0OO0OO 1111000000001
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b’ = (4000, 5050, 7100, 4300, 0, 0, 0, 15000, 10000))

undc' =
(9.97,7.84,4.64,2.24,11.93,9.80 ,6.60,4.20,14.13,12.00,8.80,6.40,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Bemerkung 3.1.3 Nicht vorzeichenbeschrankte Variablen u kann man mit u =
u"—u  und u*,u” > 0durch awei vorzeichenbeschrankte ersetzen und so in San-
dardform bringen.

Der dteste und immer noch praktisch wichtigste Algorithmus zur Losung linea-
rer Programme ist der Simplexalgorithmus. In den letzten zehn Jahren haben die
innere-Punkt-Verfahren, die Ideen aus der Nichtlinearen Programmierung benut-
zen, an Bedeutung gewonnen.

Zur Losung linearer Programmegi bt es Standardpaketewie CPLEX, XPRESS oder
OSL. Fur nichtkommerzielle Belange gibt es auch hinreichend gute Software in
der Public Domain. Ein Startpunkt st die Electronic Library of Mathematical Soft-
ware http://elib.zib.de.

CPLEX liefert als Losung des obigen Problems:

CPLEX> di spl ay problem al

M nimze

ZIEL: - 9.97 X11 - 11.93 X12 - 14.13 X13 - 7.84 X21 - 9.8 X22 - 12 X23
- 4.64 X31 - 6.6 X32 - 8.8 X33 - 2.24 X41 - 4.2 X42 - 6.4 X43
Subj ect To

RB1: X11 + X12 + X13 <= 4000

RB2: X21 + X22 + X23 <= 5050

RB3: X31 + X32 + X33 <= 7100

RB4: X41 + X42 + X43 <= 4300

B5: - 17 X11 + X21 + 6 X31 + 14 X41 >= 0

M0: - 22 X12 - 4 X22 + X32 + 9 X42 >= 0

@™5:; - 27 X13 - 9 X23 - 4 X33 + 4 X43 >= 0

NF1: X11 + X21 + X31 + X41 >= 15000

NF2: X13 + X23 + X33 + X43 <= 10000

Bounds

Al variables are >= 0.
CPLEX> optim ze

Primal - Optinmal: bjective = -1.3862560000e+05
Solution time = 0.00 sec. Iterations = 10 (4)

CPLEX> di splay solution variables -
Vari abl e Nane Sol ution Val ue
X11 4000. 000000
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X21 3823. 846154
X23 1226. 153846
X31 7100. 000000
X41 1541. 153846
X43 2758. 846154

Al other variables in the range 1-12 are zero.

Die agorithmische I dee des Simplexverfahrens und die Geometrie der Aufgaben-
stellung erkennt man am leichtesten an Beispielen wie dem folgenden:

Beispiel 3.1.4 (Graphische L dsung von Problemen mit 2 Variablen) EineDun-
gemittelfabrik stellt zwei Sorten Diinger A und B aus drei Ausgangsstoffen C,D,E
her. Vom Ausgangstoff C stehen pro Periode 1500 Tonnen zur \erfigung, von D
1200 t und von E 500 t. Zur Produktion einer Tonne A werden 2 Tonnen C, und
jeweils 1 Tonne D und E bendtigt, fur B jeweils eine Tonne C und D. Der Gewinn
pro Tonne A betragt 30,- DM, pro Tonne B 20,-. Wir erhalten also das Programm.

max 30x; + 20x

unter  2x, + X, < 1500
X1 + Xo < 1200
X1 < 500
X, X 2 0

1000

3 304, + 205 = 27000

. 500
.

X1

", 30x,+ 204 =0

Die Ungleichungen definieren jewells einen Halbraum. Der zulassige Bereich ist
als Schnitt von Halbraumen ein sogenanntes Polyeder. Die | sogewinnflachen sind
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Hyperebenen (in der Ebene Geraden). Die Optimalldsung erhalt man, in demman
dielsogewinnflache so weit wiemoglichin Richtung wachsender Erlose verschiebt,
bissie das Polyeder nur noch beriihrt. Betrachten wir die Ecken des Polyeders et-
was genauer. Se sind dadurch definiert, dafd zwei Ungleichungen nicht strikt sind,
sondern mit Gleichheit angenommen werden. Dies ist zunachst x; = 0,x, = 0.
Wenn wir mit der 1sogewinnflache in Richtung wachsender Erldse passieren wir
(Xl =500, %, = O), (Xl =500, 2%, + X = :|.5OO)7 (Xl + X, = 1200, 2x; + X, = 1500)
Aus letzterem erhalten wir x; = 300, x, = 900.

Bevor wir in Abschnitt 3.4 auf dieseldee zuriickkommen, miissen wir den Korrekt-
heitsbeweis mit etwas Theorie vorbereiten. Abschlief3end definieren wir Polyeder
noch formal.

Definition 3.1.5 Eine Menge P C R" heif3 Polyeder, wenn eseinm € N, eine
R™" Matrix Aund ein b € R™ gibt mit

P={xeR"| Ax < b}.
Ubung 3.1.6 Zeigen Se: Der zul&ssige Bereich eineslinearen Programmsin San-

dardformist ein Polyeder.

3.2 Farkas Lemma

Lemma3.2.1 (Farkas Lemma) Sei L € R" ein \ektorraum. Dann gilt genau
eine der beiden folgenden Altenativen:

a) Ixel:x>0,x>0

b) dJyecLt:y;>0,y>0.

Beweis. Offensichtlich kbnnen nicht beide Alternativen gleichzeitig gelten, daes
ansonsten x, y gabe mit 0 =x"y = > xyi > xgy1 > 0.

Fur den Rest der Behauptung fuhren wir vollstandige Induktion tber n.

n=1. Hierist entweder L =R oder L+ = R. Also gilt die Behauptung.
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n> 2 . Wir betrachten folgende Vektorraume(!) in R"?

L = {XeR"™|3Ixe L, x=0,x=%,i=1,....,.n—-1}
L = {xeR"|3Ixel,x=%,i=1,....,n-1}
L = {JeR™|3yelt,y,=0y=F.,i=1,....,n-1}
LL = {JeR™|3Iyelt,y=%,i=1....n-1}

Offensichtlichgilt dann (L)* = Lt und (£)* = L. Fallsesnunein € £ mit
X, > 0,X > 0 gibt, so leistet das zugehorige x das Gewiinschte. Ebenso sind
wir fertig, fallsesein§ € L+ gibt mity; >0,y > 0. Wir kdnnen aso davon
ausgehen, da jeweils die andere Alternative gilt, d.h. esgibt x ¢ L,y € L+
mit X, y; > 0undx,y, > Oftri=1,...,n—1. Ausx'y = 0 erhalten wir
somit
n-1
XY = XaYi+ )XY,
i=2
> X1
> 0.

Wir schlief3en, dal3 genau einer von x, und y, echt positiv ist. Fallsx, > 0
ist, so leistet x das Gewiinschte fir die erste Alternative, im anderen Fall y
fur die zweite. O

Farkas Lemma st in einigen anderen Erscheinungsformen bekannt. Am haufig-
sten wird eswohl zitiert als

Iss P C R"ein Polytop und x € R", so gilt entweder x € P oder es
gibt eine affine Hyperebene, die x und P trennt.

Ein Polytop ist ein beschranktes Polyeder, das in diesem Satz als konvexe Hille
von Punkten gegeben ist und nicht a's Schnitt von Halbraumen. Die beiden Poly-
ederbegriffe sind aquivalent, was wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht bewel-
sen werden. Bevor wir diese Version von Farkas' Lemma herleiten, erinnern wir
zunachst an eine Tatsache aus der Linearen Algebra und definieren die konvexe
Hulle.

Proposition 3.2.2 Sa A € R™". Dann sind
L= ker(A) :={xe R"| Ax=0}

und
im(A") :={xeR"|IyecR™: x=ATy}
ein orthokomplementares Paar von Unterraumen desR", d.h. im(A") = L*.
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Definition 3.2.3 Saienxy, ..., % € R"und A € RX Dann heil3t

k
X= Z AiX
i=1

Linearkombination von X, . . . , Xk. Gilt zusatzlich

A>0 konische
S A=1 ., soheiRx{ affine K ombination.

A>0, S N=1 Konvex-

Die Kombination heif3t echt, wenn es \; Z 0 Z A\; mit x; Z X gibt, oder der einzige
Nichtnulleintrag von ), etwa ), von Einsverschiedenist und x; 7 Oist. SC R"
sel

lin(S linearen
;?frzgs) , die Menge aller :fc;inrl]s;hen Kombinationen von
conv(9 konvexen

Elementen in S Wir sprechen von der Hulle.

Kommen wir al'so zum angekiindigten Trennungssatz.

Korollar 3.2.4 Seienvy, ...,V X € R". Dann gilt:
Entweder x € conv({vi,...,Vk}) oder esgibta ¢ R" b ¢ R,sodakRa’'v, < b
furi=1,...,kunda’x > h.

X Vi ... W
A= ( 11 .. 1 )
und wenden Farkas' Lemma auf das Paar L = ker (A), L* = im(A) an. Dann gilt:
entweder es gibt (0, 1) € R™?, 1 > 0, 110 > O mit Ay = 0 oder esgibtein (2 ) €
R*'mit ATa > Ound (AT(,? ))1 > 0. Letzteres bedeutet aber (-a)"x > —ayu
unda’Vv; > a, dso (-a)Tvi < —a firi = 1,..., k. Im ersten Fall setzen wir
Ai == und erhalten —x + S AV =0und -1+ 53K X =0. O

Beweis. Wir setzen

3.3 Dualitatssatz

Wir wollen nun die Resultate aus dem letzten Kapitel auf die Lineare Programmie-
rung anwenden. Dafur leiten wir zunachst eine,,gute Charakterisierung* wie folgt
her. Betrachten wir die Behauptung
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Das Lineare Programm

max c'x
P unter Ax=Db
x>0

hat mindestens einen Wert von z,.

DieRichtigkeit dieser Behauptung l&f3 sich durch Angabe einesx > O mit Ax = b
sowie c'x > 7z, beweisen. Wenn es kein solches x gibt, hilft uns Farkas' Lemma,
dafir einen Beweis anzugeben. Betrachten wir namlich den Kern der Matrix.

_{ b A O
B = ( N )
so enthdlt dieser kein nichtnegatives Element, dasin der ersten Komponente echt

positiv ist. Denn ware (Xo, X, Xn+1) €N solches Element, so haben wir Aﬁ = b,

" = %. Nach Farkas' Lemmagibt esalso ein (y,t) mity™b +1tz < 0,y"A+

tc” > 0,t < 0. Dies motiviert folgende Definition:

Definition 3.3.1 Das Lineare Programm

min  y'b
(D) unter y'A>c'

heil3t das duale Programm zum Linearen Programm in Standardform.

Wir werdenim folgenden zeigen, dal3, im wesentlichen, das dualeund primale Pro-
gramm den gleichen Zielfunktionswert haben. Dieshilft beim Algorithmendesign.

Lemma 3.3.2 (Schwache Dualitat) Istx > 0zulassig fur dasprimale Programm
und y fir das duale Programm, so giltc™x < y'h.

Beweis.
x>0
c'x<y'Ax=y'h.
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Satz 3.3.3 (Dualitatssatz der Linearen Programmierung) SeienA € R™" b e
R™und ¢ € R". Dann gilt genau eine der folgenden vier Alternativen:

a) Dasprimale Programmist zulassig und beschrankt. Ist dann z, eine kleine-
ste obere Schranke, so ist auch das dual e Programm zul assig und beschrankt
und es gibt eine Optimalldsung y* mit zo = y*"b.

b) Dasprimale Programmist unbeschrankt, d.h. esgibt einxy > Omit Axg = b
und einx; > 0 mit Ax; =0undc'x > 0.

c) Dasduale Programm ist unbeschrankt, d.h. es gibt ein y, mit yj A > c und
einy; mity]A>0undy{ b <O0.

d) Beide Programme sind unzulassig, d.h. es gibt weder ein x > 0 mit Ax = b,
nocheiny € R™"mity"A > c'.

Beweis. Wegen Lemma 3.3.2 kann stets hochstens eine Alternative gelten. Sei zu-
nachst das primale Programm zul&ssig. Ist es unbeschrankt, so gilt Alternative b).
Also nehmen wir an, das primale Programm sei beschrankt, sei dann z, eineklein-
ste obere Schranke. Da z, obere Schranke ist, gibt eskeinx > OmitAx—-b =0
und ¢’ x > z,. Wir betrachten den Kern von

0O A -b
(0270

Falls (Wo, W', Wis1) im Kern von B exigtiert mitwy > O,w > 0,Wney > 0O, SO
impliziert die Schrankeneigenschaft von z, sofort wy.; = 0. Denn ansonsten ware
X 1= 5 -Wzulassig fir dasprimale Programmund c'x > zy. Darausfolgt aber Aw =
Oundc™w =wp > 0, d.h. das primale Programm ist unbeschrankt im Widerspruch
zur Annahme. Nach Farkas' Lemmagibt esalso €in (¥, yme1) Mit Y > 0,§TA -
C'Ym1 > 0,Ym1Z0 > §'b. Nach Division durch yn.; haben wir somit ein y mit
y'A > cundy'b < z. Daz kleinste obere Schrankeist und wegen Lemma3.3.2
y"b obere Schrankeist, gilt ebensoy™b > z,.

| st nun das primal e Programm unzul assig, betrachtenwir (b, A) und Farkas' Lem-
maimpliziert die Existenz einesy mity'b < Oundy'A > 0. Also ist das duale
Programm, falls es zulassig ist, unbeschrank. O

Dald auch die letzte Alternative eintreten kann, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 3.3.4
max X1 + X
(P) unter x — x =1
-X; + X =1
X1 , X2 Z 0
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min Y1 + Yo
(D) unter yi -y
A 7

AVAIAY
=

Ubung 3.3.5 Zeigen Se: Dasduale Programm des dualen Programmsist daspri-
male Programm. (Bringen Se das duale Programm in Sandardformund dualisie-
ren Se.) Folgern Sehieraus: Ist das primale Programm zulassig und beschrankt,
o gibt es fur beide Programme Optimalldsungen x* und y* und es gilt: ¢ x* =
y*"b. Diskutieren Se den Unterschied zu Satz 3.3.3 a).

Haben wir nun ein duales Paar linearer Programme, bel der die erste Alternative
von Satz 3.3.3 gilt, so betrachten wir ein duales Paar von Optimalldsungen x*, y*.
Esist (y")"b—-c™x = (y*TA-c")x* =0. Dax* > Oundy*"A-c" > 0, schlieRen
wir hieraus den

Satz 3.3.6 (Satz vom komplementaren Schlupf) Seien x* € R mit Ax = b und
y* € R™"mity*"A > ¢'. Dannsind x*, y* genau dann ein Paar von Optimalldsun-
gen des primalen bzw. dualen Programmes, wenn gilt:

a) x*#0= (c" =y*TA); und
b) (c" >y TA) = x =0.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung hatten wir vor Formulierung des Sat-
zes hergeleitet. Aus den Bedingungen folgt nun

X =) cx =) (Y AXi=y A =yTb
i=1

i=1

also folgt aus Lemma 3.3.3 die Behauptung.

3.4 Das Simplexverfahren

Die geometrische Idee des Simplexverfahrens hatten wir im zweidimensionalen
Fall schon erlautert. Wir gehen so lange von einer Ecke zu einer besseren Ecke,
bisesnicht mehr besser geht. Ecken des Standardprogrammserhaltenwir dadurch,
daf3wir Ungleichungen zu Gleichungen machen, hier also durch Nullsetzen mog-
lichst vieler Variablen.



Versonvom 17. Méarz 1999 42

Definition 3.4.1 Sei P ein Polyeder. Dann heifdt x € P Ecke von P, wenn x nicht
echte Konvexkombination von Elementenin P ist.

Lemma 3.4.2 Habe A € R™"vollen Zeilenrang und seienb € R™ x € R" x >
0. Dannist x Eckevon P := {x € R" | Ax = b,x > 0} genau dann, wenn es
B C {1,...,n} gibt, mit Ag reguldr, xs = Agbund mit N := {1,...,n} \ Bgilt
XN =0.

Beweis. Seienxt, ... . X € P Ag,.. ., > 0,30 A = Imitx = Y Aix,
Dadiex > Ounddie )\ > 0sind, folgt ausxy = 0, daBx,, = Ofir alei. Aus
ApXs = Ax = b schlieen wir somit xX; = A2b = xg fur dlei. Also kann die
Konvexkombination nicht echt sein und x ist eine Ecke. Nehmen wir nun fur die
andere Richtung der Aussage an, dal? es ein solches B nicht gibt. Sei C die Menge
der Indizesmit xc > 0. Da C nicht zu einem B erganzt werden kann, hat die Matrix
A nicht vollen Spaltenrang. Also gibt es0 # yc € ker(Ac) und eine > 0 mit

.....

Dannist x = 1x! + 2x? keine Ecke. 0

Definition 3.4.3 Habe A ¢ R™" vollen Zeilenrang und sei b € R™ Wr sagen
B C {1,...,n} isteine Basisvon A, falls Ag regular ist, B heif} zulassige Ba
ss, wenn Agb > Oist. Ist B eine (zulassige) Basis, so heit N := {1,...,n} \ B
(zulassige) Nichtbasis und der \ektor x € R"mit xg = A2b, xy = O (zul&ssige)
Basidosung.

Als nachstes werden wir untersuchen, wie man von einer zul assigen Ecke eine be-
nachbarte bessere findet oder feststellt, dal? die Ecke eine Optimalldsung darstelIt.

Proposition 3.4.4 (Optimalitatskriterium) Habe A € R™"vollen Rang und sei
b e R™ Sa B eine zulassige Basis. Dann ist die zulassige Basiddsung x eine Op-
timalldsung des linearen Programms, wenn

c' —cgAgA<O.

Beweis. Wir setzeny™ = cJAZ. Dannisty"A>c’ undy b =ciAib=cixs =
¢ x und die Behauptung folgt aus der schwachen Dualitét. 0
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Der Term ¢ — ¢ AZ2A liefert nicht nur eine Optimalitatskriterium sondern, wie
wir gleich sehen werden, auch Information dartiber, wel che Nachbarecken lohnend
sind.

Definition 3.4.5 Ist B eine zulassige Basis, so heiflen ¢ — ¢t AZA diereduzierten
Kosten.

Der Begriff reduzierte Kosten kommt daher, dal? man friher zuerst Minimierungs-
probleme eingefiihrt hat. In unserem Falle sprache man besser von reduzierten Ge-
winnen.

Definition 3.4.6 Zwel Basen By, B, heil3en benachbart, wenn |ByAB;| = 2.

Lemma3.4.7 SdenBund B =B U {j} \ {i} zwei benachbarte zulassige Basen
mit zugehorigen Basislosungen x und x'. Dann ist

c'X —c'x =X(c — cgAgA)).

Beweis. Wegen A(X —x) = 0 sind die Nichtnulleintrage von X' — x im Kern von
A pus, Wobel (X —X); = x]’ und (X' — X); = =%. Alsoist —x]-’A.j = Ag(X = X)g und
somit (X —x)g = -XAgA,;. Somit erhalten wir

CTX, - CTX = C—BrluB(X, - X)B’UB
6% +cg (X —X)s
X — Xcg AgA,
X(c — cLAGA)).

a

Wenn x und die j-ten reduzierten Kosten beide echt positiv sind, verbessern wir
uns beim Wechsel von x nach x'. Haben also die reduzierten Kosten noch einen
positiven Eintrag, so wollen wir den zugehorigen Index, etwa] einer solchen Va-
riablenindie Basis B aufnehmen. ImKern der Matrix A g gibt esgenau einevom
Nullvektor verschiedene Richtung, “namlich g — AZA;”. Diese verlauft von der
Basislosung in Richtung einer Kante des Polyeders. In dieser Richtung wird die
Variable x; von Null auf einen positiven Wert gehoben, bis eine Bedingung x; > 0
greift. Dax; auf O gesetzt wird, nennen wir es das basi sverlassende Element. Dies
ist also der Index, bei dem bei Erhdhungen der neuen Basisvariablen der zugehori-
ge x-Wert als erstes auf Null, fallt:
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Proposition 3.4.8 Ist B eine zulassige Basis, i € B % j und
(A._Blbi T Y

wobei argmin die Menge aller Indizes ist, an denen das Minimum angenommen
wird, 0ist B' :=BU{j} \ {i} eine zulassige Basis.

I € argmin {

Beweis. Ist X = (Xg,Xn) = (Xg, 0) zulassige Basislosung, j ¢ B und d definiert
durch

—AfBlA,,- fdls keB
dei=< 1 fals k=]
0 onst,

sogiltfurale X : A(x+Ad) =b+ A(Ag —A;) =b. Ist nun
(Agb);
(ABA))

Ao = min{ | (AgA))i >0},

so gilt aul3erdem fur alek € B:

(X + Aod)i (A3b)k + Mo(-AZA) )
(Agb)«

(AEA)

> (Agb)+ (-AgAk = 0.

Es bleibt zu zeigen, dal3 Ag vollen Rang hat. Angenommen dies ware nicht der
Fal und i # O mit Agi = 0. Sal dann . definiert durch pg = i und e = 0.
Dann gilt x =y = yd # 0, denn ; = —=(A§A;)i < 0und «; = 0. Somit definieren
die Nichtnulleintrage von « ein nichttriviales Element im Kern von A g im Wider-
spruch dazu, dal3 B eine Basisist. O

Bevor wir den Simplexalgorithmusformulieren, Uberlegen wir zunachst, was pas-
siert, wenn die Menge, Uber die wir durch diese Minimumbildung das basisver-
lassende Element finden wollen leer ist. Anschaulich heif3t das, dal? nie mehr eine
Bedingung x > O greift, wir also beliebig viel weiteren Profit einstreichen konnen.

Lemma 3.4.9 Ist B eine zulassige Basis mit Basisldsung x, ¢; — ¢ AgA; > 0 und
(AZA)) < Oftr allei, soist das lineare Programm unbeschrankt.

0, A(x+Ad) = bund ¢ (x+ Ad) = ¢"x+ (g ~ T AZA)) "= co. 0
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Wir haben jetzt fast alle Fakten beisammen, um den Simplexal gorithmus skizzie-
ren und beweisen zu kdnnen. Wir beschranken die Eingabedaten allerdings zu-
nachst noch auf den gunstigen Fall, dal3 A vollen Zeilenrang hat und eine zuléssige
Sartbasis B gegeben ist. Wie man den allgemeinen Fall darauf reduziert, werden
wir spater vorstellen.

Schematische Skizze des Simplexalgorithmus:

Eingabedaten: A € R™"mit vollem Zeilenrang, b € R™ b > 0, zulassige Basis
B,ce R"
Solangec” —cjASA £ 0:
Spaltenwahl: Wahle|j mit ¢, — c3AZA; > 0.
. . . . ALb); _ .
Zeilenwahl: Berechnei € argmm{(;'_éij)i | (A2A))i > 0}. Falls diese Menge
leer ist. STOP. Das Programm ist unbeschrank.

Basiswechsdl: SetzeB=B\ {i} U{j}.
oder als Pythoncode

def sinplex(c,A b,B):
m=A. shape] 0]
n=A. shapel[ 1]

C=concatenate((A b), 1) # 1 hei sst nebenei nander
c=concatenate((c,[[0]]),1)
D=concatenate((c, Q, 0) # 0 hei sst unterei nander

initialize_basis(D, B)
redcost neg=0
whi | e redcost neg==0:
col utm=choosecol utm( D)
i f col um<=n:
r own=chooser ow( D, col umm)
i f row==0:
print "Progranmist unbeschraenkt"
redcost neg=1
el se:
gaussj ordanel i n( D, r ow, col unm)
B[ r ow 1] =col um
el se:
redcost neg=1
return D, B
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3.5 Tableauform des Simplexalgorithmus

Alle die oben angefiihrten Operationen lassen sich mit Hilfe des Gaul3-Jordan Eli-
minationsschrittessehr leicht in einer Tableauformformalisieren. Wir nehmenwie-
der an, dal3 A vollen Zeilenrang hat und eine zulassige Sartbasis B gegeben ist.
Dann lautet das Tableau zur Basis B:
¢’ —~cfAgA | —cfAdb
AZA | Agb

Der Basiswechsel von B nach B\ {i} U {j} wird nun mittels eines Gaul3-Jordan
Eliminationsschrittes mit Pivotelement (A 3A);; durchgefiihrt. Als Beispiel wollen
wir die Dungemittelfabrik durchrechnen. Startbasis sind hier die drei Schlupfva-
riablen Y1, Y2, Ys.

X1 X2 Y1 Y2 Ya| ~ZF X1 X2 Y1 Y2 Y3 ZF
3020 0 0 0] O 0 20 0 0 -30|-15000
2 1 1 0 0]1500 01 1 o -2 500
1 1 0 1 01200 0O 1 0 1 -1| 700
0O 0 0 1| 500 1 0 0 0 1| 500
X1 X Y1 Y2 Y3 —ZF X1 X Y1 Y2 Y3 ZF
0 0 -2 0 10|-25000 0 0 -10 -10 0 |-27000
0 1 1 0 -2| 500 0 1 -1 2 0| 900
0 0-11 200 00 -1 1 1| 200
10 0 0 1] 500 10 1 -1 0| 300

Bemerkung 3.5.1 In einigen Lehrbiichern wird das Tableau fur Minimierungs-
probleme eingefiihrt, dann wahlt man Spalten mit negativen reduzierten Kosten,
bisalle positiv sind. Auch wird oft die Zielfunktion wird unter die Matrix geschrie-
ben.

3.6 Pivotwahl, Entartung, Endlichkeit

Die oben angegebene Skizzeist strenggenommen noch kein Algorithmus, da, ins-
besondere bel der Spaltenwahl noch viel Freiheit herrscht. Auch bei der Zeilen-
wahl gibt es bei nicht eindeutigem Minimum Zweideutigkeiten.

Eine feste Vorschrift der Auswahl der Pivotspalte bezeichnet man als Pivotregel.
Wir wollen hier drei erwahnen.
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Steilster Anstieg: Wahle die Spalte mit den grofiten reduzierten K osten.

Grolter Fortschritt: Wahle die Spalte deren Aufnahme in die Basis die grofdte
Verbesserung in der Zielfunktion verspricht.

Bland’srule: Wahle stetsdie Variable mit dem kleinsten Index (sowohl bei Spal-
ten as auch bei Zeilenwahl).

Dieerste Regel ist billig zu implementieren mit zufriedenstellendem Ergebnis, die
zweite Regel ist numerisch aufwendig und die dritteist praktisch fast bedeutungs-
los hat aber ein wesentliches theoretisches Feature. Dasliegt daran, dal3ein Basis-
wechsel nicht notwendig zu einem Wechsel der Ecke fiihrt.

Definition 3.6.1 EineEckex einesLP in Standardformheif¥ entartet, wennesmin-
destens zwei Basen B # B’ gibt mitxg = Abund xg: = A} b, d.h. die zugehorigen
Basisldsungen zu B und B’ sind gleich. Ebenso nennen wir einen Pivotschritt ent-
artet, der die Basiddsung nicht verandert.

Geometrisch liegt eine entartete Ecke auf mehr Hyperebenen ,alsnotig* . Im zwel-
dimensionalen kann man Entartung nur durch tiberfllissige Ungleichungen erzeu-
gen. Im dreidimensionalen ist die Spitze einer Viereckspyramide entartet.

Proposition 3.6.2 st x eine entartete Ecke, so hat x weniger als m Nichtnullein-
trage.

Beweis. x kann nur auf B N B’ von Null verschieden sein. O



Versonvom 17. Méarz 1999 48

Proposition 3.6.3 &) EinPivot vonder BasisB nach B’ mit Pivotelement &; ist
genau dann entartet, wenn (A2b); = 0 = (A3 b); ist.

b) IsteinPivot von Basis B zu B' nicht entartet, soist

c'X =cyAgb>ciAgb=c'x

Beweis. Wir betrachten AZb—A2b = (n - 1,)A2b mit einer » Matrix wiein Ab-
schnitt 2.3 angegeben, die den Gaul3-Jordan-Schritt beschreibt. Die Matrix (n—15)
hat genau eine von Null verschiedene Spalte, namlich diei-te. Folglichist AZb =
Alb « (A3h); = 0. Die zweite Behauptung folgt nun mit Lemma3.4.7. O

Wir werden in den Ubungen ein Beispiel kennenlernen, bei dem man unter An-
wendung der steilste-Anstieg-Regel in einer degenerierten Ecke hangenbleibt und
zykelt, d.h. esgibt eine Folgevon Basen By, . . ., By = By, so dal3 der Simplexalgo-
rithmus unter Anwendung dieser Pivotregel von B; nach B;,; wechselt.

Kleine Rundungsfehler heben Degeneration auf. Es war lange Zeit Lehrmeinung,
dal3in der Praxis Zykeln nicht auftritt. Inletzter Zeit wird haufen sich aber Berichte
Uber Zykeln bel sehr grofen, strukturierten Probleminstanzen.

Satz 3.6.4 Bei Anwendung von Bland's rule zykelt das Smplexverfahren nicht.

Beweis. Sei By,...,Bc=B; einZykel undBi.; =Bi \ {e} U {fi} und

k k
J= _U{a}é Ut

Seit = g = fj der grofdte Index in J. Wenn t in die Basis B; aufgenommen wird,
miissen wegen Bland'srulediereduzierten K osten aller Elementein J nicht-positiv
sein, speziell gilt diesfur das Element s := f;, welchesin die Basis aufgenommen
wird, wenn t die Basis verlalit. Wir haben also

Cs— cngfBle,s < 0
cs—CaAgAs > 0
und somit
CaAGAs—CgAgAs <O (3.1)

Bei der Wahl desbasi sverlassenden Elementeskommen jeweilsdie Elemente k mit
(A3b)k = 0in Betracht. Wennt die Basis verl 4, muf al so wegen Anwendung von
Bland'srule (AgA.s) < Ofiiralek € BN J\ {t} sein. Daferner B; \ J C B; ist
erhalten wir insgesamt
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CaAGAs—CaAZAs = (g —CARAB)AZAS

(c— Ca A5 A) (AgAs)
—_—

>0 >0
+ (g~ B AEAIB (1) (AgAs)ims (1)
<0 <0
+ (c;nBj - C-lB—jA,_éLjA.BiﬁBj)(A.BiA.s)BiﬂBj
=0
> 0
im Widerspruch zu (3.1). O

Damit konnen wir nun Endlichkeit und Korrektheit des Simplexverfahrensbewe -
sen.

Satz 3.6.5 (Korrektheit des Simplexverfahrens) a) Bei Anwendungvon Bland's
rule stoppt das Smplexverfahren nach endlich vielen Schritten.

b) Wenn das Smplexverfahren stoppt, undc™ —ct A2A £ Oist, soist das Pro-
blem unbeschrankt, andernfallsist B eine optimale Basis.

Beweis. Esgibt nur endlich viele Basen, namlich () viele. Wegen Satz 3.6.4 und
Lemma3.4.7 wird jede Basis hochstens einmal besucht. Der Rest folgt aus Propo-
sition 3.4.4 und Lemma 3.4.9.

3.7 Bemerkungen zur Numerik

Es ist nicht-trivial, einen numerisch stabilen LP-Code zu schreiben. Es gibt im
Netz einelange Liste von Standardbei spielen, die gangige numerische Schwachen
von Codestesten. Wir wollen hier mit ein paar Bemerkungen Probleme und Mog-
lichkeiten der LP-Numerik anreif3en.

Bel einer Implementierung wird man natirlich nicht das ganze Tableau abspei-
chern. Fur die Basisspalten geniigt es, ihre Nummern zu kennen, da sie nur die
Einheitsmatrix enthalten (genauer sollte man sich die zugehorige Permutation mer-
ken). Das ergibt allerdings zusétzlichen Buchhaltungsaufwand, den wir uns hier
sparen.
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In der Praxishat man es haufig mit dunnbesetzten Matrizen zu tun, dassind solche,
bei denen die meisten Eintrage Null sind. Hier setzt man (wie auch schon in der
numerischen linearen Algebra) “ sparse matrix” Techniken ein.

Ublicherweise wird man auch weder stets neu A2 noch das Tableau berechnen.
Beim Basiswechsel von B nach B’ geht nach Abschnitt 2.3 A2 durch Multipli-
kation mit einer n-Matrix aus A3 hervor. AuRerdem bendtigt man zur Auswahl
der nachsten Basis nur die reduzierten Kosten und die Daten der Pivotspalte. Al-
SO genligt es z.B., solange Eintrage der reduzierten Kosten zu berechnen, bis man
einen positiven Eintrag gefunden hat. Dann berechnet man die Eintrage in der Pi-
votspalte zur Wahl der Pivotzeile, andert die Basis und die Inverse. Es empfiehlt
sich, wegen der Fehlerfortpflanzung bel der Matrixmultiplikation hin und wieder
eine volle Matrixinversion durchzuftihren.

3.8 DieZweiphasenmethode

Wir wollen nun zu einem beliebigen linearen Programmin Standardformein Hilfs-
problem konstruieren, das die Voraussetzungen zur Anwendung des Simplexver-
fahrens erfullt und dessen Optimalldsung eine zulassige Basis des Ausgangspro-
blems bildet. Sei also

max c'x
(P) unter Ax=Db
x>0

ein lineares Programm in Standardform mit einer beliebigen Matrix A € R™",
Das zugehorige Hilfsproblemist dann

max _Ein:lyi
(H) unter Ax+y=Db
X,y >0

mit StartbasisB = {n+1, ..., m+n}. Die Startbasi s besteht al so nur aus den kiinst-
lichen Schlupfvariablen, deren Summe wir minimieren wollen.
Proposition 3.8.1 a) (A1) hat vollen Rang und B ist zulassige Sartbasis.

b) Ist der optimale Zielfunktionswert von (H) ungleich 0, so ist (P) unzulassig.

c) Ist(x, 0) eineoptimale Basidosung zur BasisB' C {1,....n} fur (H), soist
x zulassig Basislosung zur Basis B’ fur (P) und A hat vollen Rang.
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Beweis. Dieerste Behauptungist wegenb > Otrivia. Wennx zulassig fur (P) ist,
soist (%, 0) zulassig fur (H). Dader Zielfunktionswert von (x, 0) bzgl. (H) Oist und
y > 0 gilt, folgt der Rest. O

Wenn man nun nach Losen des Hilfsproblems (wir sprechen von Phase I) einen
Zielfunktionswert O erreicht hat aber noch eine kiinstliche Schlupfvariabley; in der
Basisist, so konnen wir diese gegen ein beliebiges Element X, k € {1,...,n} mit
(AgAx)i 7 0 austauschen, denn mit B” := B'\ {n+i} U {k} haben wir, wenn wir
A=ALA

A =nAG
mit
i
_a
1 0 ... g—t ... 0
— 92
01 .. -& ...0
n = . 1 .
ilo o i 0
00 .. - 1

D
Nunist (Agb)i =0, aso Ag.b=nAgb=A3b.

Gibt eskein solches x, soist wegen (A3)i. (A, b) = (0, .. ., 0) die Zeile redundant,
kann aso gestrichen werden. (Genauer, wenn y; das i-te Basiselement ist, so ist
(AZ)ig = e dso (AQ); = 1, dsoist diej-te Zeile von (A, b) eine Linearkombi-
nation der {ibrigen Zeile. Die Matrix hatte also nicht vollen Rang. Da nur Aqui-
valenzumformungen durchgefiihrt wurden, hat die transformierte Matrix, aus der
die Nullzeile gestrichen wurde, den gleichen Rang, definiert also ein aquivalentes
Gleichungssystem).

Iteriert man diese Vorgehensweise, so endet man mit einer regularen Matrix A und
einer Basis, die keine kunstliche Variable mehr enthalt. Nun kann man die kiinstli-
chen Variablen mit ihren Spalten streichen und den Simplexalgorithmusbzgl. der
Originalzielfunktion starten.

Wir erhalten also folgenden schematischen Ablautf:

Eingabedaten: A € R™" b e R™ b > 0, partielle zulassige Basis B (eventuell
leer),c € R".

Phase 1a: Erganze B durch kiinstliche Schlupfvariablen zu voller Basis, und mi-
nimieredie Summeder kiinstlichen Schlupfvariablen mit dem Simplexalgo-
rithmus.
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Phase 1b: Enthalt die optimaleBasis noch kuinstliche Variablen, pivotieresie hin-
aus. I st diesnicht moglich, streiche die zugehorige Zeile, Spalte und das Ba-
siselement.

Phase 1c: Streichealle Spalten kunstlicher Schlupfvariablen.

Phase 2: Optimiere das Original problem mit dem Simplexverfahren.

Beispiel 3.8.2 Wr betrachten folgendes Lineares Programm

max -3X; + 2% + 2X3 — 4X4 — 2Xs
unter -2x; + X + X3 + X = 3
-2X1 t+ X + X4 = 2
X1+ X + X =7

Als erste Basisvariable konnen wir x3 oder xs wahlen. Fur die aweite und dritte
Ungleichung brauchen wir kiinstliche Schlupfvariablen. Das Hilfsproblem lautet
dann:

max Yi—Y2
unter —2X; +Xo + X3 + Xs =3
2%+ X+ Xg +y1 =2
X1+ X2 + X + Y, =7

WIr erhalten also folgende Tableaus:

000 0 0-1-1]0 -1 20 200 0]9
-3 22 -4 -2 0 0]0 -7 44 400 0]6
211 0 1 0 0[3 -2 11 0100|3
210 1 0 1 0|2 -2 (1] 0 101 0|2
110 1 0 0 1|7 1 10 100 1|7
300 00 -20]35 00 0 00 -1 -1] 0
104 -80 -4 02 00 4-80 2 Z[Z
001-11-10]1 00([1 -11 -1 of 1
210 10 10| 2 01 0 10 3 %2
3loo 00-115 10 0 o0 2 1%

Beim|etzten Tableau ist diekiinstliche Ziel funktion Null und man hat mit (2, 22, 1, 0, 0)
eine zulassige Basiddsung zur Basis B = {1, 2, 3} gefunden. Nun kann man die
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kiinstliche Zidfunktion sowie die kiinstlichen Variablen streichen und erhalt das
optimale Tableau

000 -4 4|2
001-1 1] 1
010 1 o &
10000%3.

Wir haben nun auch noch insgesamt folgenden Satz gezeigt:

Satz 3.8.3 Wenn ein lineares Programm zulassig und beschrankt ist, so wird das
Optimum an einer Ecke angenommen.

Beweis. |st dasProgramm zulassig, so findet man in Phase 1 eine zulassige Ecke.
In Phase 2 terminiert der Simplexalgorithmus, da das Programm beschrankt ist in
einer optimalen Ecke. O

3.9 Sendtivitatsanalyse

Anhand des optimal en Tableaus kann man verschieden Informationen tber Ande-
rungen der Losung bel Anderung der Eingangsdaten herleiten. Wir wollen diesan-
hand zweier Beispiele diskutieren.

Beispiel 3.9.1 AngenommenindemBeispiel der Dungemittelfabrik (3.1.4) erfande
ein Chemiker eine neue Formel fir einen Dinger, der als Rohstoffvektor Az =
(3,2,2)" pro Tonne bendtigt. Wie teuer muR3 das Unternehmen das Produkt ab-
setzen konnen, damit die Produktion nach dieser Formel sich lohnt? Anstatt das
lineare Programm von vorne zu 16sen, kdnnen wir auch einfach ausnutzen, da3die
reduzierten Kosten bzgl. der gegenwartigen Basis ¢ — cg A3A 3 sind. Damit eine
Aufnahme dieses \eektors in die Basis eine echte Veerbesserung bringt, muf3 also

3
¢ > (10,10,0) ( 2)
2

= 50

sein. Anhand der reduzerten Kosten kann man also Auswirkungen bei Einfulhrung
einer neuen Variablen studieren. Aul3erdem ist offensichtlich die Optimalldsung
bei Anderungen der Kostenfunktion in der Nichtbasisje sensibler, je geringer die
reduzerten Kosten sind.
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Im zweiten Beispiel wollen wir die Sensitivitat gegeniiber Anderungen der rech-
ten Seite studieren. Offensichtlich bleibt, da sich die reduzierten nicht andern, ai-

ne Basis optimal gegen Anderungen der rechten Seite um einen Vektor ¢, solange

Ag(b+e) > 0ist. Aus dieser Beziehung kann man fir die rechte Seite obere und
untere Schranken ausrechnen. Standardpaketefr dielineare Programmierungbie-

ten eine Sensitivitatsanalyse an.

Beispiel 3.9.2 Betrachten wir dasBeispiel der Olraffinerie so liefert CPLEX aber
sogar die Schranken, in denen sich dierechte Seite andern darf, ohnedal3der Ziel-

funktionswert sich wesentlich andert.

CPLEX> di splay sensitivity rhs
Di splay RHS sensitivity for which constraint(s): -
RHS Sensitivity Ranges

Constrai nt Nane
RB1
RB2
RB3
RB4
85
0
5
NF1
NF2

Dual Price

-2.8980
- 8. 2560
-7.1360
- 8. 0640
0.4160
0. 4293
0. 4160

zero

zero

3457.
3422.
3437.
1453.
-14650.

-14650.
-infi
3985.

Down Current
4074 4000. 0000
2222 5050. 0000
5000 7100. 0000
5714 4300. 0000
0000 Zero
zero zZero
0000 Zero
nity 15000. 0000
0000 10000. 0000

6344.
27311.
10810.

7962.
39850.
25617.
11385.
16465.

Up
1176
1111
1852
5000
0000
8571
7143
0000

+infinity

Setzen wir dierechte Seite von O85 allerdings nur auf .000018, so scheint sich die

Losung bereits zu andern. Allerdings haben wir es hier offensichtlich mit Entar-

tung zu tuen, so daR wir nicht auf eine Anderung der Basis schlieRRen diirfen.

CPLEX> di spl ay problem al

Mnimze

ZIEL: - 9.97 X11

- 4.64 X31 - 6.
Subj ect To

RB1: X11 + X12
RB2: X21 + X22
RB3: X31 + X32
RB4: X41 + X42

6

+
+
+
+

B5: - 17 X11 + X21 + 6

@0: - 22 X12 -
@95: - 27 X13 -

NF1: X11 + X21 + X31
NF2: X13 + X23 + X33

Bounds

All variables are >=

CPLEX> optim ze

0.

14.13 X13 -
- 2.24 X41

7.84 X21 -
- 4.2 X42 -

X31 + 14 X41 >= 0. 000018

- 11.93 X12 -
X32 - 8.8 X33
X13 <= 4000
X23 <= 5050
X33 <= 7100
X43 <= 4300
4 X22 + X32 +
9 X23 - 4 X33
+ X41 >=
+ X43 <=

9 X42 >= 0

+ 4 X43 >= 0
15000

10000

9.8 X22 -

6.4

X43

12 X23
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Usi ng devex.
Primal - Optimal: Cbjective = -1.3862559999e+05
Solution time = 0.00 sec. Iterations =0 (0)

CPLEX> di splay solution variables -

Vari abl e Nane Sol uti on Val ue
X11 3485. 806452
X13 514. 193548
xX21 5050. 000000
X31 7100. 000000
X41 829. 193550
X43 3470. 806450

Al other variables in the range 1-12 are zero.



Kapitel 4
Nichtlineare Optimierung

Wir wollen nun etwas allgemei nere Optimi erungsprobleme betrachten. Das allge-
meine Problem lautete

minf (X).

XES

Bel einer linearen Zielfunktion ist diese Fragestellung nur sinnvoll, wenn der Be-
reich S beschrankt ist, bel nicht-linearen Zielfunktionen ist oft schon die unbe-
schrankte Optimierungsaufgabe mit S=R" schwer.

Abbildung 4.1: Lineare Funktion gegen x* + y* —5x% — 4y? + 5x + 2y — 1.5

Bel der Minimierung nicht-linearen Funktionen spielt die folgende einfache Stra-
tegie eine zentrale Rolle. Ausgehend von einem Punkt x; suche eine Abstiegsrich-
tung und gehe in dieser Richtung bestmoglich zu x.,. Iteriere bis es keine Ab-
stiegsrichtung mehr gibt. Im allgemeinen findet man so kein globales Minimum,
sondern nur lokale (oder auch relative) Minima. Aber auch die Theorie macht oft-
mals nur Aussagen Uber lokale Minima.

56



Versonvom 17. Méarz 1999 57

Definition4.03 S8 SC R",f : S— Rundx* € S Dann heild x* ein lokales
Minimumvon f Uber S(oder auch relatives Minimum), wenn esein £ > 0 gibt mit
¥x e SN U.(x) : f(X) > f(x). Gilt sogar Vx € SN U (x*) : f(X) > f(x*), soist x*
ein striktes |okales Minimum.

Fallsvx € S: f(x) > f(x*), s0 heilét x* ein globales Minimum und analog zum
\origen sprechen wir von einem strikten globalen Minimumfallsdieletzte Unglei-
chung stets strikt ist.

4.1 Wiederholung aus der mehrdimensionalen Dif-
ferentialrechnung

41.1 Kurven

Wiebereitserwahnt haben wir imwesentlichen nur Mittel zur Bestimmung lokal er
Minima zur Hand. Die Werkzeuge dafir liefert die Analysis. Eines der zentralen
Anliegen der Analysisist es, Funktionen lokal durch lineare Funktionen (und evtl.
Terme hoherer Ordnung) zu approximieren. Daftr muf3 die Funktion aber |okal
~hinreichend dicht* definiert sein. Oftmals betreibt man deshalb Analysis nur auf
offenen Mengen U, das sind Mengen, bei denen zu jedem x € U eine > 0 mit
U.(X) € U exigtiert. Unsere Mengen Swerden im allgemeinen nicht offen sein,
aber wir werden stets annehmen, dal3 die K ostenfunktion auf einer offenen Menge
U definiert ist, die Senthdlt.

Um die Optimierungsstrategie aus der Einleitung dieses Kapitels prazisieren zu
konnen, wiederholen wir nun Wege und Richtungen von Wegen im R".

Definition4.1.1 Sai | € R ein Intervall. Eine Kurve oder ein Weg imR"ist eine
stetige Abbildung

c: I —R"
t - C(t) = (Cl(t)7 RS Cn(t))T7

d.h. alle Komponentenfunktionen sind stetig. Anal og hei (3t eine Kurve k—fach (ste-
tig) differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen k — fach (stetig) differen-
zierbar sind, fur k € N.

Ist to € I, S0 nennen wir C'(to) := (Cy(to), . . ., C(to)) den Tangentialvektor an cin
to.
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Beispiel 4.1.2 Wr betrachten die tbliche Parametrisierung des Einheitskreises

c: [0,27r] — R?
t - c(t) = (sin(t), cos(t)),
inty = 7. Dannist c(tp) = (0, —1) und c/(to) = (cos(r), —sin()) = (-1, 0).

t=0| 1

t=1

Abbildung 4.2: Eine Tangente an den Kreis

Proposition 4.1.3 Sei SC R"f : S— Rundx* € S Ist x* ein lokales Minimum
(strikteslokales Minimum) von f, so gilt fur jeden Weg ¢ : [0, ] — Smit ¢(0) = x*
und c¢'(0) 7 O:

36 <eV0<a <4 (foc)a):=f(c(a)) > F(x) (baw. (F(c(a)) > F(X7)).

Beweis. Ist x ein (striktes) lokales Minimum, so gibt es ein n mit f(x) § f(x*) fur
dlex e U,(x*). Seinunc: [0,c] — Sein Weg mit ¢(0) = x* und ¢'(0) 7 0. Dac
stetigist, gibteseind >0mit 0 <a < § impliziert c(t) € U.(x). 0

4.1.2 Partielle Ableitungen

Im letzten Abschnitt haben wir Abbildungen R — R" untersucht. In der Optimie-
rung haben wir esbei der Zielfunktion uiblicherweise mit Abbildungen R" — R zu
tun (vgl. Abbildung 4.1). Dafur definieren wir Richtungsabl eitungen entlang eines
Weges. Eine besondere Rolle spielen hierbei die Richtungen der Koordinatenach-
sen.
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Definition4.14 Sa | C Renlntervall, tp € 1, SC R", c: 1 — R"eine stetig
differenzierbare Kurveund f : S— R mit p = c(tg) € Sund c(tp) = d. Existiert
dann (f o ¢)'(to), so heil3t diese Zahl die Richtungsableitung 2—2 von f in Richtung
dinp.Istc/(tg) =€, 0 heil}

of . ,
ox P = (fo ) (to)

diei-tepartielle Ableitungvonf. Der Gradient VT (p) vonf inpist der Zeilenvektor
der partiellen Ableitungen (5-(p), .- ., 2(p))-

X1

Isth : U — R*eine vektorwertige Ableitung, so bezeichnen wir mit Jh die Jacobi-
sche d.i. die Matrix der partiellen Ableitungen

oy oy
Xy 7T Xn
Jh(x) := : .o
hy hy
Xy T Xn

Existieren alle partiellen Ableitungen einer reellwertigen Funktion f und sind ste-
tig, so sagen wir f ist stetig differenzierbar. Wir kdnnen nun die Definition der Ja-
cobischen auch auf den Gradienten anwenden. Zunachst definieren wir dafir die
zweiten partiellen Ableitungen

o2f _9<§—L> 0 (ﬂ)

axox 0% 0% \ox

9 schreiben wir auch kiirzer 25, Existieren alle zweiten partiellen Ablei-

Far 8% 9X; ox2
tungenund sind stetig, so heil% f zwei mal steti g differenzierbar. Die Jacobischedes
Gradienten nennen wir Hessematrix V2f(x). Die Hessematrix ist also die Matrix

der zweiten partiellen Ableitungen

P o
axs T 9X%19%n
VI =] i
o1 i
MXndxy T ox2

Ist U C R"und f k-fach stetig differenzierbar in U, so schreiben wir f € CX(U).

Bemerkung 4.1.5 Genau genommen ist der von uns hier gewahlte Zugang nicht
ganz sauber, da nicht klar ist, daf? die oben eingefiihrte Richtungsableitung un-
abhangig von der Wah! des Weges c ist. Wir berufen uns dafur auf Bekanntes aus
der Mathematik fur Chemiker und Wirtschaftsinformatiker, da wir zur Herleitung
der Zuasammenhange hier keine Zeit haben.
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Proposition 4.1.6 Istf zweimal stetig differenzierbar, soist

of
4(P) = Vi(p)d.

Beweis. Anwendungder Kettenregel aus Mathematik fur Chemiker und Wirtschafts-
informatiker Kapitel 1V. O

Beispiel 4.1.7 Wr betrachten die Funktionf (x, y) = x*+y*—5x2—4y?+5x+2y—1.5.
Dannist Vf(x,y) = (4x3 — 10x + 5,4y> - 8y + 2) und

2 e 12)(2_10 O
Vf(x).-( 0 122-8 )

Wir wollen diese Wiederholung abschlief3en mit einer mehrdimensionalen Konse-
quenz aus dem Satz von Taylor.

Satz4.18 Seipe SC R"undf : S— R z2weimal stetig differenzierbar. Sai cein
2weimal stetig differenzierbarer WWeg mit c(to) = p und c'(to) = d. Dannist

(Foo)() = £ (P)+VF (P)(t-to) 5 VH () (1) t-1o)+ S V2 (B)o(t-t0)+0((t-1o)).

Beweis. Nachdem Satzvon Taylor fur Variablen einer Veranderlichenist (foc)(t) =
f(p) +(f o €)' (to) (t—to) + 3(f 0 €)"(to) (t—t0)? +0((t —to)?). Nach Definition der Rich-
tungsableitung und Proposition4.1.6 ist (f o €)' (to) = VI (p)d. Zu zeigenist aso nur
(fo0)(ta) = (V) e ©) (1)) (to) = VF (P)C"(to) +d " V2f (p)d (vgl. Produktregel).
Dafur betrachten wir die Funktion

(foo)(t) = Vi(ch)c(®)

3 qa)g—;(ca»
i=1

iz;:ci’(t) (% 0 c) (©).

Nach Additionsregel durfenwir Summandenwel seableiten und berechnen zunachst
mit der Produktregel und Proposition 4.1.6:

, Of , . Of | ﬂ
(ci—)QOC) (to) = c'(to) a)q(p)+d.v axid.
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Fassen wir die Summanden zusammen, so erhalten wir:

, . Of of
(f o )" (o) ; (Ci (t")a_)q(p) + diva—xid>

Vf(p)C'(to) +d" VZf (p)d.

4.2 Notwendige und hinreichende Bedingungen fur
Extremwerte

Bei den folgenden Uberlegungen wollen wir den zulassigen Bereich Sin unsere
Uberlegungen miteinbeziehen. Kommen wir zuriick auf die algorithmische Idee
aus der Einleitung dieses Kapitels, so miissen wir irgendwie ausdriicken, was es
heif¥, dai3 es in keine Richtung mehr ,bergab“ geht.

Definition4.2.1 Sei SC R" x € Sundd € R". Dann heif¥ d zulassige Richtung
fir x bzgl. S, wenn esein ¢ > 0 und einen differenzierbaren Weg ¢ : [0,2] — S
gibt mit ¢(0) = xund ¢'(0) =d.

Notwendig fur ein lokales Minimum ist, dal3 es keine zul assige Abstiegsrichtung
gibt.

Proposition 4.2.2 (Notwendige Bedingung erster Ordnung) Sei SC U C R",
U offen, f ¢ CY(U). Ist dann x* ein relatives Minimumvon f in S, so gilt fur jede
aulassige Richtung d fur x bzgl. S

Vvi(x)d > 0.
Beweis. Dad zulassige Richtungist, gibt eseine > 0 und einen differenzierbaren

Wegc : [0, ] — Smitc(0) = x* und c'(0) = d. Wir betrachten wieder die Funktion
f o c. Nach Definition der Ableitung ist

(5@ = im (f o c)(? -1(x)

Ware nun (f o ¢)’(0) <0, so folgte hieraus die Existenz eines 0 < § < ¢ mit
(f o €)(a) = F(x)
o

<Qfurdle0<ac<é

und somit (f o ¢)(«) < f(x*) fur adlea < §. Dieswiderspricht laut Proposition4.1.3
der Minimalitat von x*. Also folgt notwendig (f o ¢)'(0) *2° Vi(x)d > 0. O
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Fur den Speziafall eines Minimum im Innern von Serhalten wir folgende Aussa-
ge, die ganz analog zur notwendigen Bedingung fur ein Extremum aus der Kur-
vendiskussion ist.

Korollar 4.2.3 Ist x* ein relatives Minimum von f im Innern von S d.h. es gibt
e>0mitU.(x) C § soist VI(x") =0.

Beweis. Nach Proposition 4.2.2 gilt Vf(x*)d > O fur ale zulassigen Richtungen.
Nach Voraussetzung sind alled € R"\ {0} zulassig, betrachte dazu jeweils den
Weg cq4(t) = x*+td. Damit jedem d auch —d zulassig ist, schlieffen wir Vf(x*)d =0
furalled € R" und somit Vf(x*) = 0. O

Beispiel 4.2.4 Wr betrachten das Optimierungsproblem

minf (X, Xo) = X2 —Xg + Xo + X1 X2
unter X, > 0, x > 0.

Der Gradient dieser Funktion ist Vf(xg,X2) = (2¢¢ — 1 + X2, X + 1). Im Innern
der zulassigen Bereiches Sist x; > 0, also kann der Gradient nicht verschwinden,
folglich hat die Funktion im Innern kein lokales Minimum. Am Rand gilt x; = O
oder x, = 0. Imersten Fall sind die zulassigen Richtungen genau die iektoren
d mitd; > 0 und wir haben als Gradienten (x, — 1, 1). Die Bedingung aus Pro-
position 4.2.2 kann hier nicht erfullt werden, da z.B. (0, —1) stets eine zulassige
Richtung ist. Im zweiten Fall ist der Gradient (2x; — 1, X; + 1) und eine Richtung
ist zulassig genau dann, wenn d, > 0. Somit ist die Richtung (1 — 2%, 0) zulassig
im Punkt (X, X2) und wir erhalten als Bedingung —(2x; — 1) > 0. Wir schliel}en
hieraus, daR der einzige Kandidat fur ein lokales Minimumx* = (3, 0) ist. Wr ha-
ben f (x*) = —. Dieser Wert ist auch das globale Minimumder Funktion x§—x, und
wegen Xy, X, > 0 haben wir f(x;, X2) > X2 —x; also hat f in x* sogar ein globales
Minimum.

In Abbildung 4.3 haben wir die Isoquanten der Funktion geplottet. Der Gradient
steht stets senkrecht auf diesen Isoquanten. Die Hyperebene definiert durch die
Gleichung VT (x*)x = 0 bertihrt also die I soquantenflache.

In der Kurvendiskussion haben Sie gelernt, dal3 die zweite Ableitung Auskunft
Uber die Krummung einer Funktion gibt. Auch das letzte Beispiel deutet an, dal3
die Isokostenflache sich von der Tangentia hyperebene ,,wegkrimmen* muf. Die
in der Kurvendiskussion kennengel ernten notwendigen Bedingungen zweiter Ord-
nung fur lokale Minima gelten nun fir ale Richtungen.
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Abbildung 4.3: Isoquanten von 4.2.4

Proposition 4.2.5 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung) Sei SC U C
R", U offen, f € C?(U). Ist dann x* ein relatives Minimumvon f in S, so gilt fur
jedesd, fur daseseinc gibt mtx*+ad € Sfur 0 < o < &

a) Vf(x)d> 0,
b) fallsVi(x’)d =0, soist dTV2f(x)d > O.

Beweis. Wir haben nur die zweite Behauptung zu zeigen. Sei dsoc: [0,¢] —+ S
definiert durch c(t) = x*+td. Dannist d zulassige Richtung, ¢(0) = x* und ¢/(0) = d.
Weil ¢/(t) = d konstant ist, verschwindet ¢’(0) und nach Satz 4.1.8 ist, (f o ¢)(«) :=
f(x) + VE(x")do +2d" V2 (x7)do? +0(a?) = f(x*) +3dT V2da? +0(a?) fir o — 0.
Angenommen nun d” V2f(x)d < 0, dann ist fiir hinreichend kleines o nach Defi-
nition der Landausymbole o?2d" V2f (x)d + 0(c?) < 0 und somit (f o ¢)(c) < f(X?)
im Widerspruch zur Minimalitat von x*. O

Auch hier wollen wir wieder den Fall eines inneren Punktes gesondert notieren.

Korollar 4.2.6 Istx* einrelativesMinimumvon cimInnernvon S, so gilt fur alle
de R"

a) Vf(x?) =0,
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b) dTV2(x)d > 0.

a

Fur dieletzte Ungleichung sagen wir auch: die Hessematrix ist positiv semidefinit
(vgl. Definition 2.5.1).

Ahnlich wieim Eindimensionalen lassen sich die notwendigen Bedingung zweiter
Ordnung zu hinreichenden verscharfen.

Proposition 4.2.7 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung) SeiU C R",
U offen, f € C2(U) und x* € U. Gilt dann

a) Vfi(x) =0,
b) und V2f(x*) ist positiv definit,
0 ist X* en striktes lokales Minimum von f.

Beweis. Wieim Beweisvon Proposition 4.2.5 entwickelnwir f(x* +ad) = f(x*) +
a?2d" V2 (x7)d + o(a?). Fir o hinreichend klein ist wegen d™ V2 (x*)d > O folg-
lichf(x* + ad) > f(x*). Hierausfolgt, dal3 x* auf jedem Strahl ein striktes |okales
Minimum ist. Die Behauptung folgt dann aus dem folgenden Satz. O

Satz4.28 Sei x* € U C R"offenund f € C(U) eine Funktion. Gibt es dann fur
alled € R"\ {0} enayg > 0, so dal O striktes lokales Minimum der Funktion
fa : [0,aq] — R, definiert durch fy(t) := f(x* +td), ist, so ist x* striktes |okales
Minimumvon f.

Beweis. Sei S"!:={d € R"| ||d|| = 1} dieMengealler Einheitsrichtungen. Nach
Voraussetzung gibt esfir jedesd € S ein ag mit f4(t) > f4(0) fur 0 < t < ay.
Sei fur jedesd ein solches ag €]0, oo maximal gewahlt. (Beachten Sie, dal3 das
Maximum, fallses von oo verschieden ist, existiert, dawir fq(t) > fg(0) furt < aq
fordern.) Sei nun Uy == {d € S | ag > £}. Dann gilt U € Uysq und S =
Uiz, Ui. Gibt esnun €in ng mit S = U, soist x* ein globales Minimum, wenn
man f auf U 1 einschrankt, also speziell ein lokales Minimum. Nehmen wir also
an, dal3 dies nlcht der Fall ist. Da S™* beschrankt und abgeschlossen ist, kdnnen
wir eine konvergente Folge di mit dy € S\ Uy konstruieren. Sei d = limy ., di.
Sei ko > . Dannist f(x* +1td) > f(x) fur 0 < t < 1. Daf stetigis, gilt diese
Ungleichung in einer ganzen Umgebung U, (x* + td) € R" Somit ist aber eine
ganze Umgebung U, (d) € S"tin U% enthalten, im Widerspruch dazu, dal3d =
limn_ o dh.
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4.3 Bedingungen fur Extrema auf (Un)gleichungs-
definierten Mengen

Wir wollen uns nun mit etwas spezielleren zul &ssigen Berei chen beschaftigen. Und
zwar wollen wir auch hier eine verallgemeinerte Version der Nebenbedingungen
der linearen Programmierung betrachten, namlich Teilmengen desR", diesich durch
Ungleichungeng;(xX) < 0, . .., g« < Omitdifferenzierbaren Funktionengy, . . ., gk :
R" — R beschreiben lassen. Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, ist die Si-
tuation,,im Innern* eines solchen Gebildesrelativ einfach. Um die Rander genau-
er zu untersuchen wollen wir zunéchst gleichungsdefinierte Mengen, sogenannte
Mannigfaltigkeiten, betrachten.

4.3.1 ExkursMannigfaltigkeiten und Tangentialraume

Seienhy, ..., h¢ : R" — R differenzierbare Funktionen und k < n. Wir wollen
die Losungsmenge der Gleichung h(x) = 0 untersuchen, wobei h = (hy, ..., hy)".
Betrachten wir hierzu als Beispiel die Funktion h(x,y) = (x* - y?)? —afura > 0.
Die betrachtete Menge ist also gerade die Hohenlinie der Funktion (x2 — y?)? zum
Wert a.

Im allgemeinen konnen wir erwarten, dal’ eine Gleichung eine Hohenhyperflache
definiert, dasie einen ,Freiheitsgrad einschrankt” . Allerdings mochten wir Zertel-
lungspunkte, wie in der Abbildung im Ursprung zu sehen, ausschlief3en. Man be-
achte, dal? der Gradient der dargestellten Funktion im Ursprung verschwindet. Bel
mehreren Funktionen h; ist man auf der sicheren Seite, wenn die Gradienten linear
unabhangig sind. Diesist die Aussage des Satzes Uiber implizit definierte Funktio-
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nen, der einer der zentralen Satze der Differentialrechnung mehrerer Veranderli-
cher ist. Wir werden ihn im Rahmen dieser Vorlesung nicht beweisen.

Satz 4.3.1 (Satz iiber implizit definierte Funktionen) S&i T € R"*kK x* € R/,
y* € RKund (x*,y*) éninnerer Punktvon T. Sei h = (hy,....h) : T — RK
stetig differenzierbar, die Matrix 22(x*, y*) regular und h(x*,y*) = 0. Dann gibt
eseg, ez > 0mit U, (X) x Usz(y*g C T und genau eine stetig differenzierbare
Funktionf : U., — U., mit h(x,f(x)) = 0und Jf(x') = «(5,(x", ")) " 52(x", ¥°).

Der Satz besagt aso, dal? die Losungsmenge solcher , gutartiger Gleichungssyste-
me' lokal wie ein verformter R' aussieht. Uberpriifen wir den Speziafall linearer
Gleichungssysteme:

Beispiel 43.2 Sai A = (A, A)) € RO p ¢ Rkund A, regular. Sei h(x) =
AX—Db = A;xq + AoXx — b. WIr berechnen daraus x; = A1 (b2 — Arxq).

Als Anwendung des Satzes Uiber implizit definierte Funktionen werden wir nun
zeigen, dald die Menge aler Tangential vektoren an die Mannigfaltigkeit in einem
regularen Punkt p*, das sind die Tangentialvektoren von Wegen, die ganz in der
Mannigfaltigkeit verlaufen und p* enthalten, ein Vektorraum ist.

Satz433 S8 T C R*™ h = (hy,....h) : T — RXstetig differenzierbar im
inneren Punkt p* € T, h(p*) = 0 und die Gradienten Vhy(p*), . .., Vh(p*) linear
unabhéangig. Dann ist die Menge der Tangential vektoren an die Mannigfaltigkeit
S= {x € R"| h(x) = 0} in p* der |-dimensionale Untervektorraum L des R"** :

Vhy(p)
L = ker ; =kerJh={d e R"™| Vh(p)d=0,i=1,...,k}.
Vhi(p)

Beweis. Ist d ein Tangentialvektor und c : [0, ] — Smit ¢(0) = p* und ¢'(0) =d,
soist hy o c(t) = Ofor alei und t und somit 0 = (h; o ¢)’(0) = Vhi(p*)d. Sei nun
umgekehrt d mit Vh(p*)d = Ofur alei gegeben. Dadie Gradientenvonhy, . . ., hg
linear unabhangig sind, konnen wir k Koordinaten x;,, . . ., X, wahlen, so dal3 die
Matrix

oy ohy
8h B axil '. o axik
a(xilv s 7Xik) a_hk 8.hk

axil T i
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reguldr ist. Nach eventueller Umnummerierung konnen wir annehmen, dal3 dies
dieletzten k Koordinaten sind. Wir spalten d und p* dazu passend auf ind = (dy, d,)
und p* = (p1, p2). Nach dem Satz 4.3.1 Uber implizit definierte Funktionen, gibt es
€1,82 > 0mit U, (p1) x U.,(p2) € T und genau eine differenzierbare Funktion
f 1 U, (p) — U, (p2) mit h(xg, f(x1)) = Ofur dlex; € U, (py). Wir betrachten
den Weg ¢ : [0, %] — Sdefiniert durch c(t) = (cu(t), C(t)) = (p1 + tdy, F(p1 +
td;)). Dann it ¢ ein differenzierbarer Weg in Smit ¢(0) = p*. Nach Kettenregel
(oder zeilenweise mit Proposition 4.1.6) ist ¢,(0) = Jf (p,)d;. Nach dem Satz Uber
implizit definierte Funktionen ist

oh - oh

Nj =- DT 4.1
©= (i) @ @D

Danach Voraussetzung 0 = Jhd = 5.2 —dy + 52" —d, erhalten wir

oh - oh
= - ) PG 4.2
=~ (Sren) O “2
Insgesamt erhalten wir also

c'(0) = (dy, Jf(p1)dy) = (dy,d2) =d. 4.3

4.3.2 Lagrange-Multiplikatoren

Die Erkenntnisse des | etzten Paragraphen wollen wir nun dazu benutzen, eine not-
wendige Bedingung furr einen lokalen Extremwert auf einer gleichungsdefinierten
Mannigfaltigkeit zu formulieren. Die geometrische Bedeutung des folgenden Sat-
zesigt, dald in eéinem lokalen Minimum, der Gradient der Zielfunktion senkrecht
auf der Mannigfaltigkeit stehen mulf3.

Satz4.34 Seienh : R"* — Rk f : R¥! — R differenzierbare Funktionen und
X* € Ssei einlokales Minimum der Optimierungsaufgabe

min f(X)
unter h(x)=0"

Ferner seien Vhy(XY), ..., Vh(x) linear unabhangig. Danngibt es Ay, ..., A\x €
R mit
VIE(X) = AV (X) +. ..+ AV he(X).

Die A; nennt man Langrange'sche Multiplikatoren.
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Beweis. Gibt keine solchen Lagrange' schen Multiplikatoren, so liegt VT (x*) nicht
im Vektorraum L+ aller Linearkombinationen von Vhy(x), ..., Vh(x*). Wahlen
wir eine Orthonormalbasisby, ..., b, vonLt, soist aso

k
d" =-Vf(x)+> (Vi(x)b)b" 7 0.
i=1

Dasheif3t, der Gradient vonf hat eine nicht verschwindende Komponenteim Tan-
gentialraum, denn offensichtlichist d"b; = O firr ale b;. Dadie b; den gleichen
Raum aufspannen wie die Vh;(x*), gilt also auch Vh;(x*)d = 0. Nach Satz 4.3.3
gibt es also einen differenzierbaren Weg ¢ : [0,¢] — Smit ¢(0) = x*,c/(0) = d,
wobel S= {x € R" | h(x) = 0}. Angenommen nun, X* ware ein lokales Minimum,
dann gébeesein a > 0mitf(x*) < (f o c)(t) fur allet < «. Wir schlief3en hieraus

(f o C)/(O) = Itl\‘ng (f o] C)(tt) _f(X*) Z 0. (44)

Anderersaitsist aber nach Proposition 4.1.6

(foc)(0) = VIi(xxX)d
= (-d"+ Ek:(Vf (X)b)b")d
= —d'd< I(;l
Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. O

Auch hier konnen wir wieder notwendige Bedingungen 2. Ordnung angeben.

Satz 4.3.5 Unter den\Voraussetzungen desletzten Satzesgilt: Ist x* € Seinlokales
Minimum der Optimierungsaufgabe, so gibtes A, ..., A € R mit

a) Vi(x7) =K, AVhi(x’) und

b) die Matrix L := V2 (x*) — 2K A V2h(x*) ist positiv semidefinit auf dem
Tangentialraumvon S = {x € R"* | h(x) = 0} in x*, d.h. fiir alle Vektoren
d € ker(Jh(x")) gilt d"Ld > 0.

Beweis. Wir haben nur die zweite Bedingung zu zeigen. Sei also Jh(x*)d = 0 und
c:[0,e] — Sein Weg mit ¢(0) = x* und ¢/(0) = d. Daf auch lokales Minimum



Versionvom 17. Mérz 1999 69
der Funktion f o cigt, gilt bekanntlich (f o ¢)”(0) > 0. Wir hatten bereits fur den
Taylorschen Satz ausgerechnet
(f 0 ©)"(0) = VI(x")C"(0) +d" V3 (x")d.
Genauso erhalten wir durch zweimaliges Differenzieren:
(hi o ©)’(0) = Vhi(x")c’(0) +d" V2hi(x*)d

und somit wegen (h; o ¢) = 0 : Vhi(x*)c’(0) = —d" V?h;(x*)d. Wir setzen dies
unter Ausnutzung von V(x?) = S5, A\ Vhi(x)* zusammen zu

o
IA

V()¢ (0) + dT V2 (x*)d

k
> AVhi()*e’(0) +d" V3 (x)d

i=1

k
> =xd"VPhi(x)d +dT VA (x)d

i=1

k
d’ (sz (x°) - Z )\ivzhi(x*)) d.
i=1

a

Den Beweis fur die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung wollen wir uns
sparen.

Satz4.3.6 Seienh: R — RX f : Rk — R differenzierbare Funktionen. Gel-
te h(x) = 0, VI(x*) + E!‘zl AiVhi(x*) fur einen \ektor A. Sei ferner die Matrix
V2 () + 3K, A V2hi(x) positiv definit. Dann ist x* striktes |okal es Minimum der
Optimierungsaufgabe

min f(X)

unter h(x) = 0.

Beweis. Luenberger Seite 227.

4.3.3 Kuhn-Tucker Bedingungen

In diesem letzten Paragraphen wollen wir die Ergebnisse des letzten Abschnitts
auf Mengen Ubertragen, die durch Gleichungen und Unglei chungen definiert sind.
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Dafur bendtigen wir ein Analogon zu Satz 4.3.3. Da die zugehorige Menge an-
schaulich nicht mehr wieein,, Tangentialraum aussieht* wollenwir hier wieder von
zulassigen Richtungen sprechen. Im folgenden setzen wir nicht mehr voraus, daf?
n=k+l|!

Satz4.3.7 Seienh: R" — Rkundg : R" — R!' stetig differenzierbare Funktionen
und
S:={xe R"| h(x) =0,g(x) < 0}.

Fiur x € Sseieq(x) = {i € {1,...,1} | gi(x) = 0}. S& x* ein regularer Punkt
vonS d.h. Vhy(x), ..., Vh(x?), Vg (x) fur i; € eq(x") seienlinear unabhangig.
Dannist d € R" eine zulassige Richtung fur x* genau dann, wenn Jhd = 0 und
Vg (x)d < Ofallsi; € eg(x).

Beweis. Istd einezulassige Richtung und ¢ : [0, ] ein zugehoriger Weg, so folgt
wiein Satz 4.3.3 Vhi(x')d =0und Vg;d < Ofalsi; € eq(x). Sei nun umgekehrt
d gegeben mit Vhi(x*)d = 0und Vg, d < Ofadlsi; € eq(x’). Sei S:= {x e R"|
h(x) = 0undg;(X) = OfalsVg,d = 0}. Dannist X* € Sund die Gradienten der
definierenden Gleichungen von S sind linear unabhangig in x*. Nach Satz 4.3.3
ist d im Tangentialraum von S, also gibt esc : [0,e] — T mit ¢(0) = x* und
c(0) = d. Um zu zeigen, dal3 ¢, zumindest nahe bei der Null, in Sverlauft, miissen
wir nun noch dieg; mit Vg, d < 0 untersuchen. Nach Proposition 4.1.6 wissen wir
0> Vg (x)d = (g o €)'(0) = lim,_o 242 woraus die Behauptung folgt. O

Somit kommen wir nun zum Hauptresultat dieses Kapitels, das besagt, dal3in el-
nem relativen Minimum der Gradient der Zielfunktion sekrecht auf allen Gleichungs-
und mit Gleichheit angenommenen Ungl e chungrestriktionen stehen muf3, und im
letzten Falle zusatzlich in die zul assige Menge hineinzeigen mul3.

Satz 4.3.8 (Kuhn-Tucker Bedingungen) Seienf : R" — R,h: R" — R¥und
g:R" — R' getig differenzierbar und x* ein relatives Minimum des Problems

min f(X)
unter h(x) =0
g(x) <0

undeinregularer Punkt. Danngibt esKoeffizienten A1, ..., Ak € Rund g, ..., €
Rv;ui < 0 mit

k |
Vi) =) AVhE) + D Vg(x)
i=1 =1

und Yi_; 11ig(x°) = 0.
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Beweis. Dieletzte Bedingung besagt offensichtlich, dal3 ;; # 0 = g(x*) = 0. Sel
wieder eq(x*) die Menge der ,,aktiven Bedingungen® . Auf3erhalb von eqg(x*) setzen
wir die ij schon mal Null. Dax* auch lokaes Minimum des Problems

min  f(X)

unter h(x)=0

gi(x) =0firj € eq(x’)

ist, gibt es nach Satz 4.3.4 Langrangeparameter A;, ..., A\x € Rund uq, ..., €
R mit VE(X) = 305 AVhi(x) + X 1V gi(x). Es bleibt zu zeigen, daR stets
1 < 0 gilt. Angenommen dies ware nicht der Fall und pj, > Ofir jo € eg(x®).
Wir wahlen dann eine Orthonormalbasis by, . . ., by desvon Vhy(x*), . .., Vh(x*)
und den Vg;(x*) fur j € eg(x*) \ {jo} aufgespannten Vektorraumes und, da x* ein
regularer Punkt und 4, 7 0igt, gilt auch d™ := =V (x?) + 3, (VF(x)by)b" # 0.
Wir schlieffen aus dem letzten Satz, dal3 d eine zulassige Richtung ist, dennd ' b; =
Ofur alej impliziert Vhi(x*)d = 0 und Vgj(x*)d = O fur j € eq(x*) \ {jo} und

k I
1o VGO = | VE) =D WVhi(x) =) i Vg(x) | d
i=1 =1

=

= Vi(x)d

= Vi(X) (—Vf(x*) +Z(Vf(X*)bi)biT>
i=1
= |[VIOQIP+ (Vi)
i=1

= -V - Y _(Fe<)bbill”
i=1

=-|| -d|*<o0.
Alsoist d zulassig und Abstiegsrichtung im Widerspruch zu Proposition 4.2.2. O

Beispiel 4.3.9 Wr betrachten das Problem
max f(x,y)=14x-x2+6y—-y>+7
unter gi(X,y) =x+y-2<0
02X, y) =x+2y-3<0.

Wr berechnen
V()xy) = (2x—-14,2y-6)
V(¥ = (1,1)
V(¥ = (1,2
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und Uber prifen zunachst, wo der Gradient von f verschwindet. Diesist der Fall in
(7, 3), das nicht im zulassigen Bereich liegt.

Falls nur die erste Ungleichung aktiv ist, erhalten wir als Bedingungen:

(2x-14,2y-6) = (u,p),
X+y = 2,

worauswir X = 3undy = —1 berechnen. Dieser Punkt ist zulassig fur ;¢ = — < 0.
Fur die z2weite Ungleichung haben wir

(2x-14,2y-6) = (1, 2u),
X+2y = 3
und somit
Ax-2y = 22
X+2y = 3,

und wir berechnen x = 5,y = —1. Dieser Punkt ist nicht zulassig.

Schliefdlich betrachten wir noch den Fall, dal3 beide Ungleichungen aktiv sind.
Diesist der Fall in (1, 1). Als Kuhn-Tuckerbedingung haben wir dann (-12, -4) =
(1 + p2, 11 + 2u2), woraus wir o = 8, g = —20 berechnen. Da i, > 0 ist, kann
hier auch kein lokales Minimum vorliegen.

Da die Funktion bei betraglich wachsendem x oder y gegen —oc geht, mul3 das
globale Maximumin einem | okal en Maxi mum angenommen werden. Da (3, —1) der
einzige Kandidat hierfir ist, ist das Maximum der Funktion also f(3, -1) = 33.

Wir wollen dieses Kapitel abschliefen mit den Bedingungen zweiter Ordnung.
Satz 4.3.10 Unter den Bedingungen des letzten Satzes gilt aul3erdem: die Matrix
V2 (x) = i AV =371 4 V2 (x7) ist positiv semidefinit auf dem Tangenti-

alraum der aktiven Nebenbedingungen von x*.

Beweis. Dax* auch ein relatives Minimum fir das entsprechende gleichungsde-
finierte Problem i, folgt die Behauptung sofort aus Satz 4.3.5. O

Die analogen hinreichenden Bedingungen wollen wir nicht mehr extra anfuhren.



Kapitel 5

Numerische Verfahren zur
Nichtlinearen Programmierung

Nachdem wir im letzten Kapitel etwas Theorie betrieben haben, wollen wir uns
nun den Algorithmen zuwenden. Die zentralen Stichwortein der Nichtlinearen Op-
timierung sind

* Suchrichtung und

o Schrittweite.

Im letzten Kapitel haben wir schon eine Charakterisierung von guten Suchrich-
tungen, namlich die Abstiegsrichtungen, kennengelernt. Deswegen wollen wir uns
hier zunachst starker mit der Schrittweitensteuerung beschéftigen. Ist die Such-
richtung festgel egt, haben wir es mit einem Suchproblem der Funktion f (po+ad) :
R+ — R zutun.

5.1 Dasallgemeine Suchverfahren

Sicherlich ist Gber eine Suche bel algemeinen Funktionenf : R — R, dieuns
nur durch eine Unterroutine gegeben sind, keine allgemeine Aussage moglich. Bel
der Klassifizierung der Suchverfahren beschranken wir uns deshalb auf Funktio-
nen, die ein eindeutiges Minimum haben. Die folgenden Voraussetzungen garan-
tieren eine beweisbar richtige Suche. Die Suchverfahren oder eventuelle Modifi-
kationen kann aber auch anwenden, wenn die Voraussetzungen nicht im strengen
Sinne erfullt sind.

73
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Definition 5.1.1 Sai [a,b] € R einlintervall undf : [a,b] — R eine Funktion.
Dann heifdt f strikt unimodal auf [a,b], wenn f genau einlokales Minimumin [a, b]
hat.

Proposition 5.1.2 Sai [a,b] € R einlintervall undf : [a, b] — R eine Funktion.
Dannist f strikt unimodal genau dann, wennfir a < x <y < bund A €]0, 1] stets

gilt:
FOX+ (1= A)y) <max{f(x),f(y)}.

Beweis. Beweisdurch Kontraposition. Sei f : [x,y] — R eine Funktion und X €
10,1, p= Ax+ (1 - )y mit

f(p) = max{f(x),f(y)}.

Wir konnen also ein lokales Minimum z; Z pvon f in [x, p] und ein lokales Mi-
nimum z, # pvonf in[p,y] wahlen. Daz und z von p verschieden sind, sind
selokale Minimavon f. Somitist f nicht strikt unimodal. Sei nun umgekehrt g :
[a,b] — R nicht strikt unimodal, und seien z; < z, lokale Minima. Wir durfen oB-
dA. annehmen (Symmetrie!), dal3 g(z;) < g(z). Da z ein lokales Minimum von
gigt, gibteseinl1>c¢ >0mitg(z+c(z1 —2)) > 9(z) = max{g(z), 9(z)}. Somit
istg(ezs +(1-¢)z) ¥ max{g(z), 9(z)}- D

Beispiel 5.1.3 (konvex quadratische Probleme) Sei Q € R™" eine quadrati-
sche, symmetrische, positiv definite Matrix, b, xo € R"undd € R"\ {0}. Dannist
dieFunktionf : R — R definiert durch

£(0 = 50 +1e) QU +1d) + bl + )
strikt unimodal auf R, genauer gilt fur s<tund A €]0, 1]:
f(As+ (1 - Mt) < Af(9) + (1 -V (t) < max{f(s),f(t)}.

Fur die Gultigkeit der ersten Ungleichung in der letzten Zeile sagen wir auch: Die
Funktion f ist strikt konvex.

Bewds.
A(9) + (L - Nf(t) —f(As+(1-)t)
1 . 1 .
- A(E(std) Q(xo+sd)+b(xO+sd)) +(1-2) (E(xwtd) Q(xo+td)+b(xO+td))

—% (0 + (As+(L- M) Qo + (As+ (1 - A)t)d)) + b (x0 + (As+ (1 - A)n)d)
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(500 + 5700+ ) +(1-2) (500 + 1@ Qe 1))

—% (A(xo +sd) + (1= A) (%0 + td)) " Q((A(xo + sdl) + (1= M)t)d)

- %)\(1—)\) (%0 + ) T Q(xo + ) — (%o + ) T Q(xo + tc)
~ (X0 +td) TQ(xo + sd) + (%o + td) T Q(Xo + td)))
= %)\(1—)\)()(0+51j_x0_td)TQ(XO+Sd_X0+td)

a

Bemerkung 5.1.4 Imallgemeinen heild eine Funktionf : S — R konvex, wenn
Skonvex ist und
fOX+ (L= N)y) < M)+ (2= Nf(y).

Diesist genaudannder Fall, wenn fur der Epigraphder Funktionepi(f) := {(x,y) €
R™ | x € R"y > f(X)} eine konvexe Menge ist. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung kann man zeigen, daf3 eine Funktion, bei der die Hesse-
Matrix stets positiv definit bzw. positivsemidefinitist, strikt konvex bzw. konvex ist.

Bel strikt unimodalen Funktionen konnen wir bei der Auswertung der Funktion an
zwel Punkten x,y €]a, b feststellen, in welchem der beiden Intervalle[a, y] oder
[, b] das globale Minimum der Funktion im Interval [a, b] liegt.

Proposition 5.1.5 Saif : [a, b] — R strikt unimodal und a < x <y < b. Dann gilt

a) f(x) > f(y) = mingyf € [x b].

b) f(x) <f(y) = mingyf € [ay].

Beweis. Aus Symmetriegriinden brauchen wir nur eine der beiden Aussagen zu
zeigen. Sel also f(x) > f(y). Furz € [a, X[ sa ), = ;’% €]0,1[. Dannist x =

AzZz+ (1= A)yund, daf strikt unimodal i, gilt f(X) < max{f(2),f(y)}. Wegen
f(x) > f(y) gilt somit fur allez € [a, X[: f(2) > f(X). O
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Aus diesem Ergebnis konnen sie sich als ,,Faustregel® merken: Minimieren kon-
vexer Funktionen Uber konvexen Mengen ist eine gutartige Aufgabenstellung.

Nach diesen Vorbereitungen sollte unser allgemeines Suchverfahren klar sein.

def findmn(f,a,x,b):
f x=f (x)
whil e (b-a)/(abs(b)+abs(a)) >= eps:
X, Yy, fx, fy=choosepoi nt (f, a, x, b, fx)
if fx >= fy:
a=x
X=y
fx=fy
el se:
b=y
el se:
return (a+b)/2

Diehier angegeben Formulierung hat den Vortell, dal3 die Funktion an jeder Stelle
hochstens einmal ausgewertet wird. Der Aufwand in der nichtlinearen Program-
mierung wird oft mit der Anzahl der Funktionsauswertungen angegeben. So kann
die Funktion etwa tiber eine Suchrichtung und eine mehrdimensionale komplizier-
tete Funktion gegeben sain.

5.2 Spezielle Suchverfahren

In diesem Abschnitt wollenwir zwei spezielle Varianten (Implementierungen) des
allgemeinen Suchverfahrens diskutieren. Gutemal? fur ein allgemeines Suchver-
fahren kann nur die Geschwindigkeit der Reduktion der Intervallange sein. Ein
natirlicher Gedanke ist es, binare Suche zu implementieren. Man tberlegt sich
leicht, dal3 hierbei in zwel Schritten dieIntervallange halbiert wird. Bereitsbel der
Analyse des Euklidischen Algorithmus hatten wir in den Ubungen gesehen, dald
mit den Fibonacci-Zahlen eine bessere Abschétzung moglich ist.

Betrachten wir auch hier zwei aufeinanderfolgende Iterationen. Zunachst haben
wir a < X <y < b und entfernen entweder [a, X] oder [y, b]. Im darauffolgenden
Schritt wird ein zin [x, b] bzw. in [a, y] plaziert. Egal wie dies geschieht, eswird,
fallsim ersten Fall daslinke Teilstiick des Intervallsentfernt wird stets mindestens
[y, b] Ubrigbleiben bzw. im zweiten Fall mindestens [a, X]. Da man bei algemei-
nen Funktionen im voraus nicht wissen kann, welche Stiicke entfernt werden, ha-
ben wir somit gezeigt, dald man in einem Schritt im unguinstigsten Fall nicht mehr
entfernen kann, als im nachsten Schritt tbrigbleibt. Oder formaler
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Proposition 5.2.1 Sai Sein Suchverfahren und fur k € Z.

by — ax

b a | a, bk nach k-ter Iteration bel strikt unimodalen f }

S = max{
dann gilt
Sk S Sk+1 + Sk+2-

Beweis. Wir haben eben gezeigt, dal3 (S — Si+)(b—a) < max{x—-a, b-y} und
Si2(b—a) > max{x—a,b-y}. Also gilt & — Si+1 < Sz O
Die Konsequenz der letzten Proposition ist, dal3 sich mittels der Fibonaccizahlen
ein beweisbar bestes Suchverfahren konstruieren 1af¥. Sei dazu Fy die k-te Fibo-
naccizahl, also Fo = F; = 1 und F+2 = Frir + Fp. Sei die Anzahl N der Iterationen
des Algorithmus vorgegeben. Fur k < N definieren wir im k-ten Schritt der Fibo-
naccisuche xg, yx wiefolgt:

Fu
X =+ ——(bc—a)

I:N+2—k
Fnii-
Yo = at FN X by — @)
N+2-k
Im N-ten Schritt setzen wir
XN = YN~ €=XN-1"€ fa”SbN = YN-1,
YN = XNteE=YNate fallsaN:XN_l,

wobel ¢ die Maschinengenauigkeit ist.

Proposition 5.2.2 a) DieFibonaccisuche ist eine Implementierung des allge-
meinen Suchverfahrens, d.h.

fallsay = X, SO ISt X1 = Yk, fallSak = &, SO ISt Vi1 = X«

b) DieFibonaccisucheplaziert x undy symmetrischin [a, b], d.h. fur k < N gilt

Fro
X — A = b — Yy = FN “_(by - a).
N+2-k

I:N+2—k

(b-a) und bysy —ans1 = =—(b—a) +¢

Fn+1

c) Furk < Nistby—a =
Frn+t
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Beweas. Ist a1 = Xy, SO ist bess = b und wir haben a1 = ay +

Frn-1-
6\k+1+|:le

X1 =
N+1-k

Fn-k
= a+
=

N+2—k

(b — &) +

(bk+1 - ak+1)

EN—l—k (bk Ca- FFN—k
N+1-k N+2-k

Frn-x

Fn- Fno1-
:ak+< Nk+N1k(1_
I:N+1—k

I:N+2—k

I:N+2—k

= ac+ ( Frn—«
I:N+2—k

Fno Frn-1+
_ ak+< Nk le)(ak_bk)

I:N+2—k
I:N+1—k

= ak +
I:N+2—k

I:N+2—k

(a = b) = Yk

)) (@b

Fn-1-k , FNn+1-k >
+ ax— b
I:N+1—k ( I:N+2—k) ( k)

78

Ik by — a,) und

Fn+2-k

(P ak))

Im zweiten Fall berechnet man analog yi.1 = X oder folgert es aus der Symmetrie

(zweite Behauptung). Fur diese zweite Behauptung haben wir

bk—w = (bx

(b«

(b«

Fnsio
I:N+2—k
I:N+1—k
—a)(1- = )
N+2-k
Fne
() =X A
N+2-k

Die letzte Behauptung zeigen wir mittels vollstandiger Induktion. Die Veranke-
rung besagt b—a = b—aist aso sicher wahr. Wegen der eben gezeigten Symmetrie

gilt nun

Dest — a1 =

l<

SchliefJichist bN+1 —an+l = %(bN -

by — X«
Frn-x
b —a - = (b — &)
N+2-k
Fn-
(be-a(L- =)
N+2-k
Frna1e
FN 1-k (b - a)
N+2-k
I:N+1—k I:N+2—k
b-a
I:N+2—k I:N+1 ( )
I:N+1—k
b-a).
Frne1 ( )

ay) te= %Nﬂ(b—a)hs.
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Satz 5.2.3 Sei Swiein Proposition 5.2.1. Dann gilt:
1

Fn+1

Sz

Also kann kein Suchverfahren bei fest vorgewahlter Schrittzahl eine stérkere Re-
duktion des Suchintervalls garantieren.

Beweis. Offensichtlichist Sy-; < 2S. Also haben wir firk = 1,2 : Sy« <
F«Sv. Wir beweisen nun per Induktion, dal3diese Aussage fur k < N+1 gilt. Nach
Proposition 5.2.1 habenwir firk € 3,... N+1

V.
Sk < Sur-k-1) F S-k-2) < FreaSe + FeaSe = FeSee

Die Behauptung folgt nunaus § = 1. O
Die Fibonacci-Suche hat zwel Nachteile:

a) man muf3im Vorauswissen, wieviel Iterationen man machen will, bzw. wie
klein das Suchintervall werden soll. Im algemeinen wird man jedoch auch
die Funktionswerte mitei nbeziehen.

b) man mui3 eine Tabelle der Fibonaccizahlen bereitstellen. Diese sind entwe-
der in Gleitkommadarstellung nur angenahert oder man muf3 Langzahlarith-
metik verwenden.

Statt dessen betrachtet man direkt das Verhalten des Quotienten benachbarter Fibonacci-
Zahlen (vgl. Ubung 3.Serie):

Die Zahl Y5 ist auch as Goldener Schnitt bekannt.
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Goldener Schnitt Gesetz zur Konstruktion harmonischer Proportionen.
Beim G.S. verhdlt sich daslangere Teilstiick einer Strecke zum kiirze-
ren Teilstiick wiedaslangere Teil stiick zur gesamten Strecke. Am haufig-
sten kommen die Verhdtniszahlen 3:5, 5:8, 8:13 und 13:21 zur An-
wendung. Beim typografischen Gestalten a3t sich der G.S. auf das
Verhaltnis von Abstanden, Schriftgrof3en, Seitenproportionen etc. an-
wenden.

Quelle: KleinesGlossar Typographieund Layout im Desktop-Publishing,
Zusammengestellt von Jirgen F. Schopp Universitat Tampere, Finn-
land.

Im Grenzwert wird also aus der Fibonacci-Suche die Gol dener-Schnitt-Suche. Wir
plazierenx so, dal3x, y symmetrischin [a, b] liegenund a, x, y ein Goldener Schnitt
ist. Setzenwir also l; = x—a,l, = y — a, so haben wir aus Symmetriegrinden
[; +1, = b—a. Damit wir einen Goldenen Schnitt erhalten, miissen x, y so gewahlt
werden, dai3

R Pl B
L=t (5.1)

Danunl; =b—-a-1,igt, erhalten wir hieraus;

2+ (b-a)l,-(b-a)>=0. (5.2)

Diese quadratische Gleichung hat genau eine positive Nullstelle, namlich

-1
Vool _ay= <1+¢5> (b-a).

2 2

Alsowirdy an dieser Stelle plaziert und auch a, y, b ist ein Goldener Schnitt.
Wegen 1 - Y5 = 3-/5 erhalten wir als Vorschrift fir die Goldener Schnitt-Suche,

3-v5
2

VB-1
2

(b —ay)

ax +

Yk = at (b — ay).

In Pseudocode erhalten wir:
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| eftfak=(3-sqrt(5))/2
rightfak=(sqrt(5)-1)/2

def choosepoint(f,a, x, b, fx):
if b-x <= x-a:
return a+l eftfak*(b-a), x,f(a+tleftfak*(b-a)),fx
el se:
return x,atrightfak*(b-a),fx,f(a+trightfak*(b-a))

def findm n(f,a,x,b):
f x=f (x)
whil e (b-a)/(abs(b)+abs(a)) >= eps:
X, Yy, fx, fy=choosepoi nt (f, a, x, b, fx)
if fx >= fy:
a=x
X=y
fx=fy
el se:
b=y
el se:
return (at+b)/2

Bemerkung 5.2.4 Wir haben hier nur \erfahren angesprochen, welche die Ste-
tigkeit der Funktion ausnutzen. Es gibt einige \erfahren, welche Differenzierbar-
keitsinformation ausnutzen, also etwa lineare oder quadratische Annaherung, auf
diewir hier aber nicht ndher eingehen wollen. Allerdings kann man die eindimen-
sionale Variante des Newton-\erfahrens, daswir im Ubernéchsten Abschnitt dis-
kutieren als Beispiel heranzehen.

5.3 Koordinatensuche, Methodedesstellsten Abstiegs

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage geeigneter Suchrichtungen zuwen-
den. Dabei wollenwir in unseren Untersuchungen Nebenbedingungen vernachl assi-
gen. Die hier vorgestellten Algorithmen sind alerdings eher ,,prinzipiell* zu ver-
stehen und haben sich inder Praxisal snicht besonders effizient erwiesen. Wir wer-
den auf diese Problematik spater noch etwas naher eingehen.

Alle Verfahren benutzen line search als Unterroutine. Bei unseren theoretischen
Uberlegungen in diesem Abschnitt wollen wir von der idealisierten Vorstellung
ausgehen, dal3 der line search stets das Minimum findet.

Das simpelste Verfahren ist die sogenannte Koordinatenabstiegsmethode:
Sei x € R" gegeben. Wir fixieren alle Koordinaten bis auf diei-te und ldsen
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minf()?l,)?z, e ,)?i_l,Xi,)?H.l, e ,)?n)

XieR
Ist x* die optimale Losung dieses Subproblems, so setzen wir x = x*, wahlen eine
andere Koordinate und fahren fort. Wir erhalten a so folgenden Algorithmus (hier
enden leider unsere Moglichkeiten, mit python ,,ausfiihrbaren Pseudocode’ zu er-
zeugen):

while||x—x_old|| > ¢:
foriin[n]:
x_old[i]=x[]
A =argmin,f(x+Ae) #losemitlinesearch
X=X+ )\

Dadie Auswahl der Koordinaten zyklisch erfolgt, nennt man obige Methode zykli-
sches Abstiegsverfahren. Werden die Koordinaten in der Reihenfolge 1,2, ....n—
1nn-1...,21 2 ...abgearbeitet, so tragt das Verfahren den Namen , Aitken
double sweep method* . Nutzt man zusétzlich Differenzierbarkeitsinfomation aus
und wahlt stets die Koordinate mit dem grofdten Absolutwert im Gradienten, so
erhalten wir das Gaul3-Southwel | -\erfahren.

Diedargestellten Verfahren scheinen sinnvoll. Konvergenz gegen ,,etwas Sinnvol-
les* kann man jedoch nur garantieren, wenn f differenzierbar ist. Betrachten wir
zunachst ein Beispid.

Beispiel 5.3.1 Sai diestetige (1) Funktion f : R2 — R wie folgt definiert:

f(xy) = (x+y-5)2+(x-y-2)? falls x<y
YT (x+y =B+ (x-y+2? falls x>y

WIr fuhren eine Koordinatensuche beginnendin (0, 0) durch. Suchenwir in x-Rich-
tung stellen wir zunachst fest, daf? das Minimumin positive Richtung x-Richtung zu
suchenist. Also miissen wir zunéchst die Funktion (x—5)2+(x+2)? minimieren. Aus
Symmetriegrinden oder mittels nachrechnen findet man das Minimumin x = 1.5.
In'y Richtung minimieren wir also nun die Funktion (y — 3.5)% + (-y + 3.5)? fur
y < 1.5und (y-3.5)?+(-y—0.5)2 fur y > 1.5. Diese Funktion hat ihr Minimumin
y = 1.5. Wieder in x-Richtung betrachten wir nun die Funktion (x—3.5)2+(x—3.5)?
fur x < 1.5und (x — 3.5)%2 + (x + 0.5)? fur x > 1.5. Diese it minimal inx = 1.5,
Iny-Richtung (y — 3.5)? + (-y — 0.5)2 fir 1.5 < y und (y — 3.5)? + (-y + 3.5)2 fur
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1.5 > y erhalten wir die gleiche Funktion. Die Koordinatensuche terminiert also
mit demWert 4 + 4 = 8, das Minimum liegt aber in (2.5, 2.5) mit dem Wert 4.

Ist hingegen f differenzierbar, so kdnnen wir zeigen:

Satz5.3.2 Istf : R" — R stetig differenzierbar und ist (x)icy €ine Folge, die
von einem Koordinatensuchverfahren erzeugt wird, so konvergiert jedekonvergen-
te Teilfolge von (x; )i gegen ein x* mit VI (x*) = 0.

Beweis. Angenommen Vf(x)* # 0. Sei dann (¥;)icw €in Teilfolge von (X )i, bel
der stets in Richtung e, mit Vf(x*)i, 7 0 gesucht wird. Eine solche Teilfolge gibt
esoffensichtlichin alen drei Varianten des Algorithmus. Da—f (x—te,)’'(0) = f(x+
te,)' (0) = VI(x")i, Z0ist, gibteseina Z O mit f(x* +te,) < f(x*) fur alet €]0, o]
bzw.t € [o, O[. Daf stetigist, gibteseine mitf(x) < f(x*) furalex € U.(X*+ag,).
Sei nuny; ein Folgenelement mity; € U.(x"). Dannisty;+ag, € U.(X*+ag,) und
somit f(y; + ag,) < f(x*) aso gilt auch furr den Nachfolger X vony; in der Folge
f(x¥) < f(x*). Dies widerspricht aber der Tatsache, da3 (f (x;))iciy monoton fallend
ist und gegen f(x*) konvergiert. O

K oordinatenabstiegsvefahren haben sich in der Praxis nur in ganz wenigen Spezi-
alfallen (z.B. Probleme mit Rechtecknebenbedingungen) bewahrt, i.a ist ihr Kon-
vergenzverhalten schlecht, so dal3 sel bst Problememit geringer Variablenzahl kaum
gel0st werden konnen. Es scheint, dal3 die einzige einigermalien erfolgreiche Va-
riante die Methode von Rosenbrock ist, bei der in jeder Iteration ein neues ,,Koor-
dinatensystem gewahlt wird.

Als néachstes wollen wir in Richtung des Gradienten suchen.

Methode des steilsten Abstiegs:
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while || V(X)|| > e:
A =argmin,f(x—AVf(x)) #losemitlinesearch
X =X=AVI(X).

Auch hier weisen wir die Konvergenz nach:

Satz5.3.3 Seif 1 R" — R stetig differenzierbar und sai (X)icy € ne konvergente
Teilfolgeeiner von der Methode des steil sten Abstiegs er zeugten Punktfolge. Dann
konvergiert (X)) gegen einen stationaren Punkt x*, d.h. Vf(x*) = 0.

Beweis. Angenommen Vi (x*) # 0. Da—-Vf(x*) dann eine Abstiegsrichtung i<t,
gibtesein o mitf(x—aVf(x)) <f(x). Daf stetigist, gibteseine > 0mit f(x) <
f(x*)furalex € U.(x-aVT(x*).Daf stetigdifferenzierbarist, giltlim,_.. VI(x,) =
Vi(x*). DaauRerdem x; — X* geht konnen wir Ny so wéhlen dai3

o = X[ < 5 und IV (xno) = VI < 5 | i

Dannist aber
IIXn — aVE(xn) = (X° — a V(X))

v =X = (aVE () —a V()]

< =X+ laVEGw) —aVEO))
= HXN—X*H+|a|!\Vf(XN)—Vf(*))!\
& &
2 tlelggr =
und der Widerspruch folgt wie eben. O

Obwonhl dieses Verfahren lokal die,best¢’ Richtung benutzt ist sein Konvergenz-
verhalten eher maldig. Eine Analyse der Konvergenzrate ist etwas aufwendiger.
Wir verweisen auf Luenberger S. 149-154 und zitieren:

Satz5.34 Seif : R"— Rzweimal stetig differenzierbar und x* ein relatives Mi-
nimum von f. Sei ferner die Hessematrix V2f (x*) positiv definit mit groRtem Ei-
genwert \; > 0 und kKleinstem Eigenwert A, > 0. Ist dann (X)icy €ne von dem
Gradientenabstiegsverfahren erzeugte, gegen x* konvergente Folge, dann konver-
giert die Folge der Zielfunktionswerte (f (X)) linear gegen f(x*) mit einer Kon-

vergenzrate von hochstens < SVESW )

Bemerkung 5.3.5 Die Gradienten aufeinanderfolgender Iterationspunkte stehen
senkrecht aufeinander, d.h. es gilt stets:

V)V =0.

Beweis. 0= f(x+ tVF(x))'(\) = V(% VT (Xwr) T 0
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Bemerkung 5.3.6 Bei der Benutzung von Ableitungen in numerischen Algorith-
men nahert man diese ublicherweise nur an, d.h. der Gradient Vf(x*) wird etwa
angenahert durch den Ausdruck

%(f(x* +hey) —f(x),....f(x" +hey) = f(x?)).

5.4 Newtonverfahren

Der Hauptvorteil des Newtonverfahrensist, dal3 das lokale Konvergenzverhalten
deutlich besser alsbeim line search ist.

Vielleicht kennen Sie das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle einer

Funktion noch aus der Schule: X1 = X — 1. Hierbel wird iterativ die Funktion

lokal durch eine lineare Funktion angenahert.

o

Relaxieren wir nun die Suche nach einem lokalen Minimum zu der Suche nach
e nem stationaren Punkt, so erhalten wir die Vorschrift:

(%
f//(xk) :
Hier wird also die Funktionf lokal durch die quadratische Funktion g(x) = f () +

(%) (X — %) + %f”(xk)(x - %)? approximiert und fir den nachsten Iterationspunkt
deren eindeutiger stationarer Punkt berechnet.

X1 X3

X+l = Xg —

In dieser Form und Interpretation konnen wir das Newton-Verfahren direkt auf die
Situation einer Funktionf : R" — R Ubertragen. Wir erhalten dann folgendes
Verfahren:

while||x—x_old|| > ¢:
xold = x

x=x— (VX)) V)T
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Im allgemeinen konnen bei dieser Vorgehensweise schon bei der Bestimmung ei-
ner Nullstelle im Eindimensionalen Schwierigkeiten auftreten, namlich, dal3 die
Ableitung Null wird, weil man sich einem stationaren Punkt nahert. Im allgemei-
nen konnen folgende Probleme auftreten

a) ImLaufedes Verfahrenskann die Hesse-Matrix singulér oder schlecht kon-
ditioniert werden.

b) Eskann passieren, dal3 f (X1) > f(Xq) it

c) DieFolge der generierten Punkte kann gegen einen Sattel punkt konvergie-
ren.

Wir werden nun aber nachweisen, dal3 lokal das Konvergenzverhalten sehr gut ist.

Satz5.4.1 Sei f : R" — R 2weimal stetig differenzierbar, sei V(x*) = 0, V2 (x)
reguldr und x; ein Sartpunkt, so dald es 4, 4, gibt mit 66, < 1 und fur alle x mit
X=X <X = x| gilt:

a) || (VX)) |2 < 4,

V) = VI = VX=X _

K x| =0

Dann konvergiert das Newtonverfahren gegen x*.

Bewaeis.

% = (V2 (%))~ VE() =X
106 =) = (V2 (%)) ™ (VF (%) = VE(x)) |
1 (V2(6)) ™ (V) = V) — (V6)) (X = %) |

(V2 0) I (VF0¢) = VHG) = (V) (¢ =) |
5162l1% =Xl < [IX =% -

[Xesr =

<
<

Wir sagen, die Methode ist kontraktiv. Also bildet (||X* — X«||)ker €ne streng mo-
noton fallende nichtnegative Folge, die somit konvergieren mul3. Fallsdiese Folge
gegen Null konvergiert, sind wir fertig. Angenommen a so die Folge konvergierte
gegen einen Wert > 0. Dadie Werte der X, betraglich beschrankt sind, konnen wir
einekonvergente Teilfolge (X )icy wahlen, konvergierediese gegeny;. Dadie Ab-
bildungx 1 x— (V2 (x)) " Vf(x) mit V und V2 stetigist, konvergiert die Folge
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(e1 = %= (V2 (%)) ™ V()i gegeny, = yi=(V2 (ya)) ™ Vi (y). Alsoisty,
ein anderer Haufungspunkt des Algorithmus. Somit gilt auch || X —y1|| = ||X" —V-||.
Andererseitsfolgt mit der gleichen Rechnung wieeben: ||X* —y1|| < ||X* —y2||. Wi-
derspruch. O

Da das Newton-Verfahren aus einer quadratischen Annaherung an die Funktion
abgeleitet ist, erwarten wir lokal quadratische Konvergenz:

Satz5.4.2 Seif : R"— Rviermal stetig differenzierbar, x* ein Punkt mit Vf (x*) =
0 und V2f (x*) regular. Sei (X()ken €ne vom Newton-\erfahren erzeugte, gegen x*
konvergente Folge, also X1 = N(X) := x—(Vf (x*))1VF(x*) . Dann konvergiert
die Folge quadratisch.

Beweis. Die Funktion N(x) ist as Verknipfung zweimal stetig differenzierbarer
Funktionen zweimal stetig differenzierbar. Wir berechnen den Eintrag (IN(x));; der
Jacobischen. Dafur bezeichnen wir die ik-te Komponentenfunktionen der Matrix

G(x) = (V2(x) " mit Gy(x). Dann ist
- (m -3 Gik(x)ﬁ(x))

1= P - ch.k(x)a =

kl

IN())i

dij = a_Xj(Gi.)(X)Vf )" = (G(VH(¥),)

0 .
5 GOV

wobel .
5 = 1falsi =]
"1 Osonst
Danach Annahme VT (x*) = 0 ist, gilt insbesondere IN(x*) = O und wir erhalten
X =X = [N(X) = N(X)]
e el 1 " el
< INOS) %=X+ SINGI ] Ixe =7

Hierbei nutzen wir den Satz von Taylor und den Mittelwertsatz, also ist x ein Punkt
auf der Verbindungslinie von x, nach x*. Wir bitten die etwas laxe Schreibweise
zu entschuldigen. Z.B. ist N”(x) ein Gebilde, bei dem bei der ,,Multiplikation” mit
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zwei Vektoren einen Vektor erhalt. Man mache sich die Situation im Eindimensio-
nalen klar.

Wir erhalten also mit einer Abschétzung ¢ des Terms $|N”(X)| in der Nahe von x*
nach oben:
[Xer1 = X[ < €= X2
0
Leider konvergiert dieses Verfahren nicht unbedingt. Man kann es auf verschiede-

ne Arten modifizieren, um Konvergenz zu erzwingen. Wir wollen hier eine M oglich-
keit darstellen.

Dazu betrachten wir allgemein Verfahren, bei denen die Iterationsvorschrift durch

Xer1 = Xk — kM VT (x) T

mit einem Suchparameter oy und einer positiv definiten Matrix My gegeben ist.
Dannist in erster Naherung (bel der Entwicklung in erster Naherung bleiben qua-
dratische und hohere Terme ,,Ubrig*)

f(en) = F(X) + V() st = Xe) + O(|Xer1 — %)
f (%) = ax VT (XM VT (%) T +O(a?).

Nahebei Null dominiert der in oy lineare Term, also garantiert die positive Definit-
heit von My, daB M,V (x) " eine Abstiegsrichtungist. Fiir M = | erhalten wir das
steilste Abstiegsverfahren. Genauso wie dort kann man auch globale Konvergenz
nachweisen. Nahe bel einem lokalen Minimum mit positiv definiter Hessematrix
erhalten wir ein parametrisiertes Newtonverfahren.

Nunist dieHessematrix bel zweimal stetig differenzierbaren Funktionen stets sym-
metrisch, also gibt es nach Satz 2.4.3 eine orthogonale Matrix Q und eine Diago-
nalmatrix D mit Vf (x) = Q" DQ, wobei auf der Diagonale von D die Eigenwerte
von V2f (x) stehen. Die Diagonaeintrage d;; ersetzt man nun durch max{4, d; },
wobei § > 0 ein Steuerungsparameter ist. Nahe bei dem lokalen Minimum sind
die Eigenwerte alle > 4 und die Methode wird zum Newtonverfahren.

5.5 Verfahren der konjugierten Richtungen

Der Ansatz der konjugierten Richtungen ist ein weiterer Versuch, die Vorteile des
steilsten Abstiegsverfahrens (globale Konvergenz) mit denen des Newton-Verfah-
rens (Ausnutzung von Information zweiter Ordnung) zu verknipfen. Die Ideen
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und Eigenschaften lassen sich besser am Spezialfall eines quadratischen Programms
studieren. Wir betrachten also zunachst folgendes Problem:

Sei Q € R™"einequadratische, symmetrische, positiv definiteMatrix undb € R".
Wir betrachten das Minimierungsproblem

ming(x) = %XTQX +b'x

Eine Moglichkeit dies Problem zu |osen, ware die notwendigen Bedingungen zu
betrachten und
Vgx)" =Qx-b=0 (5.3)

zu ldsen. Wir wollten aber naher an einer Richtungssuche bleiben und das aufwen-
digelnvertierender Matrix umgehen. Nach einem line search hat man die Optimie-
rungsaufgabe optimal auf einem 1-dimensionalen affinen Teilraum des Losungs-
raumes bewaltigt. Wir werden nuniterativ Suchrichtungen konstruieren, so dal3die
Dimension des Teilraumes, auf dem das Problem optimal gelost ist, stets um eins
wachst. DafUr definieren wir zunachst.

Definition 5.5.1 Sai Q € R™" eine quadratische, symmetrische Matrix. Dann
heif3en 2wei Vektoren d;, d, € R" Q-orthogonal, Q-konjugiert oder auch kurz kon-
jugiert, wenn d; Qd, = 0 gilt. Eine endliche Menge von \ektoren dy, ..., d¢ € R"
heil3t Q-orthogonal, wenn sie paarweise konjugiert sind.

Bildend,, .. ., d, ene Orthonormalbasisvon Eigenvektoren einer symmetrischen
Matrix, so sind sie Q-orthogonal und orthogonal im euklidischen Sinne. Im all-
gemeinen fallen die Begriffe nicht zusammen. Fir den positiv definiten Fall gilt
alerdings:

Proposition 5.5.2 Sai Q € R"™" eine quadratische, symmetrische, positiv definite
Matrixund ds, ...,d« € R"\ {0} Q-orthogonal. Dann sind diese \iektoren linear
unabhangig.

Beweis. Sei YK, ;0 = 0. Danniist auch 0 = dTQ0 = 3", 0id Qdi = ;d Qd.
DaQ positiv definit ist schliefen wir, dal3 o =0furj=1,... kgeltenmu. O
Haben wir also in unserer Aufgabenstellung der quadratischen Optimierung kon-
jugierte Richtungen dy, . . . , d, gegeben, so ist die Optimalldsung x* eine Linear-
kombination dieser Vektoren:

X = zn: Ozidi.
i=1



Versonvom 17. Méarz 1999 90

Ausdieser Gleichung konnenwir unter Beriicks chtigung von Gleichung (5.3) her-

leiten:
_d'Qx _ d'b

“TdTQd T dTQd

Somit konnen wir x* durch Skalar- und Matrixprodukte ausrechnen:

(5.4)

n

S

i=1 !

Wir kdnnen diese Linearkombination allerdingserst berechnen, wennwir einekon-
jugierte Basis haben. Dann ist es allerdings leicht, auf von einer Teilmenge der d;
aufgespannten Unterraum das quadratische Problem zu |6sen.

Satz5.5.3 Seien Q,b wie eben, dy, . . . , d, Q-orthogonal und X, € R". Bezeichne
Bi denvon dy, ..., d; an X, aufgespannten affinen Unterraum

Bii={X+> Nd|NeR}={yeR"|d/(y-%)=0k=i+1,...,n}
ji=1

Sdennunxq, ..., X, definiert durch

X._1Qdk — b dy
o diQd
Dann ist x¢ die Optimalldsung des Problems

Xi o= Xi—1 — k. (5.6)

o 1or T
min=x' Qx—-b'x.
XeBy 2 Q

Insbesondere |0st X, das volle quadratische Problem.

Beweis. Wir zeigen diesmittelsvollstandiger Induktion. Fur k = Oist die Behaup-
tung offensichtlich richtig. Sei also k > 0. Da die Nebenbedingungen hier linear
sind, sind die Kuhn-Tucker Bedingungen aguivalent dazu, dal3 Vg(x) = Qxx — b
senkrecht auf d, . . ., d¢ steht. Nun ist aber

T Qdl - ba
xT Qdy — b d = X, Qcy - %d{ Qd-bd=0  (5.7)
k
und fur j <k.
T Qdk - bd
Q4 -bd = Q4 - 2 Q- o
= XkT—lej — bd
= VgX)d ' 0.
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Ein groRer Nachteil der bisherigen Uberlegungenist, dal3 sie stets davon ausgehen,
daf3 eine konjugierte Basis bekannt ist. Im folgenden werden wir diese dynamisch
erzeugen.

Methodeder konjugierten Gradienten Sel X € R"undd; = —go = b — Qxo.
[terativ berechnen wir

_ _ Ok-10k d (5.8)

g = Qx-—b (5.9)
_ Ok Qi

dk+1 = -0kt dE—Qdk dk. (5.10)

Wenn wir nun nachweisen, dal3d,, . . . , d, Q-konjugiert sind, so erfullt das Verfah-
ren offensichtlich die Voraussetzungen von Satz 5.5.3. Dies wird mit dem folgen-
den Satz getan:

Satz5.5.4 Diein (5.8, 5.9, 5.10) defnierte Methode der konjugierten Gradienten
erfullt die Voraussetzungen von Satz 5.5.3. Insbesondere gilt, falls das Verfahren
nicht in x, terminiert, daf}

a) Iin({907 O, ... 7gk—1}) = Iin({907 Q907 Q2907 SR 7Qk90})a
b) Iin({d07 d17 s 7dk}) = Iin({907 Q907 Q2907 s 7Qk90})a
c) d.Qd =0furi<Kk,

_ Ok-10k _ O 10k

dTQdc  d7Qdy’

O Qdk _ Gk Ok
diQdk G101

d)

€)

Beweis. Wir zeigen zunachst die ersten drel Behauptungen mittels vollstandiger
Induktion, wobel die Verankerung klar ist. Sel alsok > 0. Dannist gk = Qxx— b =

Ok-1— dg-k:-—gdkadk. Nach Induktionsvoraussetzung sind
k

Ok-1, Qdk € lin ({907 Q907 Q2907 SRR QkQO})v

somit gilt diesauch fiir gy. Andererseitsist gx € 1in({go, Qdo, Q°Qo. . . ., Q<*go) =
lin(dy, ..., dy), daansonsten das Minimum der Zielfunktion innerhalb By liegen
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wiirde und somit nach Induktionsvoraussetzung fir die Konjugiertheit der Rich-
tungen in x, angenommen wiirde. Somit ware dann g1 = 0 und der Algorithmus
terminiert in X, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die zweite Behauptung folgt
nun sofort aus der Formel (5.10) und der ersten.

Nun ist d7,,Qdi = -/ Qd; + ngij d Qa. Fur i = k evaluiert man den Ausdruck
zu Null, furi <k sind beide Summanden Null, der zweite nach Induktionsvoraus-
setzung und der erste, weil Qd; € lin(dy, . .., dix1) und gk senkrecht auf diesem
Raum steht (wegen Satz 5.5.3).

Schliefdlich berechnen wir

ng Qdi

T
dlz' Qdk gk—ldk_l7

~Op10k = O Or +

wobei der zweite Summand Null ist, da gk-1 senkrecht auf By-; steht. Aus (5.9)
schlief3en wir
dk Qdi

kl

Qdk = - (gk Ok-1)- (5.11)
de Qo+

gk 10k “

Zum Abschluf3 der Vorlesung wollen wir zwei mogliche Erweiterungen auf nicht-
quadratische Probleme diskutieren. Eine naheliegendeist die Methode der quadra-
tischen Approximation, bei der wir stetsdie Matrix Q durch die momentan aktuelle
Hessematrix ersetzen.

Wegen a), b) und Satz 5.5.3 ist g;_; g« = 0 und somit g, Qdx =

(O O

Wir betrachten also nun wieder ein nichtlineares Optimierungsproblem

minf (X).
Quadratische Approximation Sei X € R"und d; = —go = VI (Xp).

While Abbruchbedingung noch nicht erfullt
Fori=1,...,n:
_ _ Ok-10k
X=Xl T2 ()
O = V(%)
if kZn:

dk

G V2 (4-1) e

Qd X

Ogs1 = —0Ok +

Xo = Xn.
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Der Vorteil dieser Methode ist, dal3 man keinen expliziten line search durchfiihren
muf3. Dennoch hat dieser Ansatz zwel gravierende Nachteile. Zum einen ist die
standige Neuberechnung der Hessematrix sehr aufwendig, zum anderenistdieMe-
thode in dieser Form im allgemeinen nicht global konvergent.

Der folgende Ansatz von Fletcher und Reeves beriicksichtigt diese Nachteile, in-
dem er einerseitsin jedem Schritt einen line search durchfiihrt und andererseitsdie
Hessematrix durch die Identitat abschétzt.

Methode nach Fletcher-Reeves Sei xg € R"und d; = —go = V(o).

While Abbruchbedingung noch nicht erfullt
Fori=1,...,n:
ak = argminf (-1 + axdy) # 106se mit line search
X = X1 + axdy
O = V(%)
if k= n:

_ Ok Ok
d 4+1 — — + d
k+1 Ok g;_lgk_l K

Xo = Xn.

Die globale Konvergenz dieses Verfahrens wird dadurch sichergestellt, dal3 einer-
seitsder Wert der Zielfunktion nie steigt, daein line search durchgefiihrt wird, und
andererseits ale n Schritte ein Gradientenabstiegsschritt durchgefuhrt wird. Dies
ist ein Beispid fur einen Spacer Sep. Ganz algemein kann man in Abstiegsver-
fahren durch ,,Untermischen von unendlich vielen Schritten eines global konver-
genten Algorithmus globale Konvergenz erzwingen. Genauer gilt:

Satz 5.5.5 (Spacer Step Theorem) Sei Aeinestetige Funktion und sai X1 = A(Xk)
die Iterationsvorschrift eines auf der Menge X C R" global gegen ein Elemente
der Mengel (z.B. dieMenge der stationaren Punkte) konvergenten \erfahrens und
f eine stetige Funktion mit

f(A(XQ)) < f(x) fur allex € X\ T (5.12)

und
f(A(X)) < f(x) fur allex e T. (5.13)

=i nun (Yn)ner €ne Folge, £ C N eine unendliche Indexmenge mit Yo+ = A(Yn)
fallsn € K und f(yn+1) < f(y,) fur allen € N. Dann konvergiert jede konvergente
Teilfolge von (Yk)kex, gegen ein Element in I'.
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Beweis. Sei (z)icw €in solche Folge und limi_iniy z = X*. Da A stetig ist, konver-
giert die Folge (A(z))icry gegen A(X*). Wegen (5.12) und (5.13) konvergiert f (y,)
gegen f(x*) = f(A(X*)). Letzteres impliziert aber wegen (5.12) x* € I'. O

Ende der Vorlesung



Appendix A: Ubungsaufgaben (mit
Dr. Thomas Korb)

Aufgabe 1l (mdl.)
Der folgende Kartentrick beruht auf einer Tatsache, welche unter Mathematikern
und Zauberern als das Gilbreath-Prinzip bekannt ist. (Benannt nach dem Mathe-
matiker und Amateur-Zauberer Norman Gilbreath, der esim Jahre 1958 entdeckte.
Eshandelt sichum ein Beispiel fur verborgene Strukturen, welchein einem schein-
bar ungeordnetem System zur Cluster-Bildung fuhren.)

Ein Zauberer sortiert ein Kartenspiel nach den vier Farben, also zB. KreuzPik—
HerzKaro, KreuzPik—HerzKaro und so weiter. Dann |&[3t er einen Zuschauer
den Kartenstapel abheben. Evtl. 103t er auf Wunsch des Publikums noch andere
Zuschauer abheben. Anschlief3end fragt er, wieviele Karten er von dem Kartensta-
pel auf einen neuen Stapel herunterblattern soll. (Hierdurch wird die Reihenfolge
der Karten in dem neu entstehenden Stapel vertauscht!) Die beiden so entstehen-
den Stapel 143t er von einem Zuschauer amerikanisch mischen (oder einfachinein-
ander schieben). Der Zauberer steckt nun die Karten in die Hosentasche und be-
hauptet, er konne die Karten in der Tasche wieder so sortieren, daf3in jewellsvier
aufeinanderfolgenden Karten wieder jede Farbe nur einmal vorkommt. Er zieht
die Karten wieder aus der Hosentasche und bléttert die ersten vier Karten auf.
Jede Farbe kommt nur einmal vor. Das gleiche gilt fur die nachsten vier und so
weiter.

Eineeinfachere Version dieses K artentrickserhalt man, indem man die Karten nicht
nach den vier Farben sondern einfach nach Rot und Schwarz sortiert und dann wie
oben beschrieben vorgeht. Jeder 2-er Pack Karten sollte dann am Ende des Tricks
aus e ner roten und einer schwarzen Karte bestehen. Versuchen Sie, sich den Trick
in dieser einfacheren Version (anschaulich) klar zu machen. Was macht der Zau-
berer in der Hosentasche? Sollte man sein BAFOG in Pokerrunden zu vermehren
suchen, in denen der Geber amerikanisch mischt?

95
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Aufgabe 2 (mdl.)

Dasfolgende Ratsel stammt von Raymond Smullyan, wel cher in Deutschland durch
Bucher wie’ AliceimRatselland’, ’ Logik-Ritter und andere Schurken’, * Dame oder

Tiger’,” Smpliciusund der Baum' und’ Spottdrosseln und Metavogel” bekannt wur-
de. Er wurde 1918 in New York geboren, wo er mit 12 Jahren die High School ver-

lief3, um im Selbststudium moderne Algebraund L ogik zu lernen. (Nicht zur Nach-

ahmung empfohlen! Aber dafir sind Sie ja sowieso schon zu alt!) Spéater wurde
Raymond Smullyan dann Professor fur mathematische Logik und lehrte an diver-

sen Universitéaten in New York.

Auf einer Bank sitzen 3 Personen nebeneinander, von denen Se wissen, dal? eine
immer die Wahrheit sagt, eine immer gt und eine manchmal die Wahrheit sagt
und manchmal lugt, ganz nach Belieben. Se sollen nun mit 3 Fragen herausfin-
den, wer wer ist. Nachdem Sedie erste Frage gestellt haben, dirfen Se entschei-
den, wie die zweite Fragelautet und an welche der Personen Sesierichtenwollen
etc. Die Fragen sollten von den Personen eindeutig mit Ja oder Nein beantwort-
bar sein. Wle gehen Se vor? (Merwechseln Se dieses Ratsal nicht mit der wohl-
bekannten smplen \lersion, in der nur der Wahrheitsiebende und der Ligner vor-
kommen!)

Raymond Smullyan stelltedieses Réatsel einmal auf einer Konferenzim Mathemati schen Forschungs-
ingtitut Oberwolfach, welche ich besuchte. Er sagte, er habe dieses Rétsel in keines seiner Biicher
aufgenommen, daesihm zu schwer erscheine und er sich Sorgen mache, dal3 manche seiner Leser
wahnsi nnigwirden, wenn Sie nicht auf die Losung kamen. (Er hatteaus L eserbriefen erfahren, wie
langeundintensiv sich manche Leser mit den vonihm gestel lten Aufgaben beschéftigten!) Ich habe
die Losung des Ratsals ubrigens getraumt! Ich bin im Schlaf hochgeschreckt, habe die getraumte
Losung aufgeschrieben und am néachsten Morgen kontrolliert. Und siehe da, sie stimmte! Klingt
wieein Klischee, ist aber wahr! Thomas.

Aufgabe 3 (mdl.)
Siewerden an der Uni studentische Hilfskraft (wieihr Ubungsgruppenleiter) und
verdienen daher enorm viel Geld! (Achtung: Satire!) Dieses Geld tragen Sie ins
Casino, wo ein neues Spiel angeboten wird. Die Bank hat einen Kartenstapel vor
sich, in dem sich ebensoviel e rote wie schwarze Karten befinden (z.B. 5 roteund 5
schwarze). Leider wird der Stapel gemischt, so dal? Siedie Rethenfolge der Karten
nicht kennen. Siemussen sich nun fir ein Startkapital entscheiden (z.B. 100,- DM)
und jedesmal die Halfte ihres Kapitals einsetzen. Die Bank zieht eine Karte. Ist
sie schwarz, so haben Sie gewonnen und ist sie rot, so gewinnt die Bank. Gespielt
wird, bis der Kartenstapel aufgebraucht ist und in jeder Runde miissen sie genau
die Halfte ihres Kapitals setzen. Spielen Sie mit?

Wer einen Computer oder programmier baren Taschenrechner hat, sollteruhig erst
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einmal eine Smulation dieses Spiels programmieren, um einen ersten Eindruck zu
gewinnen. Se werden erstaunt sein!

Aufgabe4 (12 Punkte)
Beweisen Sie Satz 1.4.1 der Vorlesung (Rundung, absoluter Fehler, relativer Feh-
ler).

Aufgabe5 (9 Punkte)
Wir wollen nun das Rechnen mit kurzer Arithmetik betrachten. (Leider gibt eshier
keine allgemeingiiltigen Regeln bzw. Konzepte, sondern es mul3 in jedem Einzel-
schritt der Berechnung Uberprift werden, daf3 dieser numerisch stabil ausgefuhrt
wurde.)

(a) Berechnen Siein 2-stelliger und in 3-stelliger Arithmetik zur Basis 10 den
Ausdruck x® - 1000 fur x = 1071

(b) Bekanntlich gilt: sin(X)? + cos(x)? = 1. Berechnen Siein 4-stelliger Arith-
metik zur Basis 10 die Ausdriicke sin(x)? und 1 — cos(x)? firr x = 1072 und
diskutieren Sie die Ergebnisse.

Hinweis: Benutzen Sie die Reihendarstellung von Sinus und Kosinus.

(c) Esseiena,b,c € R mita > 0. Wie Sie wissen, gelten fur die quadratische
Gleichung
ax* +bx+c=0

mit |4ac| < b? die Losungsformeln
1
X1 = 5( -b-sgn(b)vb?-4ac), x; = %( - b +sgn(b)vb? - 4ac).

Wir betrachten nun den Fall: |4ac| < b?. Uberlegen Sie sich, warum hier
bei der Berechnung von x, numerische Instabilitat auftritt, wenn man mit
kurzer Arithmetik arbeitet, wohingegen die Berechnung von x; relativ un-
problematisch bleibt. Geben Sie eine andere Formel zur Berechnung von x;
an, bei deren Auswertung der Fehler in der gleichen GrofRenordnung bleibt
wie bei der Berechnung von x;.

Hinweis: x, kann durch x; ausgedriickt werden.

Aufgabe 6 (9 Punkte)
Stellen Siedie Zinseszinsformeln fur die folgenden Falle auf:



Versonvom 17. Méarz 1999 98

() Sie zahlen bel einer Bank ein Startkapital xo auf ein Konto ein. Die Bank
verzinst Ihnen dieses mit p% pro Jahr. Wieviel Geld x,, besitzen Sie nach n
Jahren? Losen Sie die Formel fir x, auch nach xo, p und n auf.

(b) Siegehen vor wiein Fall (a), vereinbaren mit der Bank jedoch eine jahrli-
che Zuzahlung einer festen Summe Z beginnend mit dem Ablauf des ersten
Jahres. Wie hoch ist nun ihr Kapital nach n Jahren?

Wer mag, der kann auch die Zinseszinsformel fur den haufig auftretenden Fall einer
festen Verzinsung mit monatlicher Zuzahlung aufstellen.

Hinweis: Benutzen Sie vollstéandigelnduktion und — fr (b) — ihr Wissen Uiber die geometrische
Reihe.

Aufgabe7 (mdl.)
Viele bekannte kombinatorische Probleme beschaftigen sich mit Dominosteinen.
Uber die Geschichte des Dominospielsist iiberraschend wenig bekannt. I n der abend-
landischen Literatur gibt eserst ab der Mitte des 18. Jahrhunderts Hinwei se darauf.
In Chinawar es schon viele Jahrhunderte friher bekannt (wenn auch in einer et-
was anderen Version; s. z.B. Stewart Culins Buch Games of the Orient von 1895,
welches 1958 von Charles Tuttle neu aufgelegt wurde). [Fallt IThnen bei den beiden
vorhergehenden Jahreszahlen etwas auf? | st das Buch 1985 vielleicht noch einmal
erschienen?] Das westliche Standardspiel besteht aus 28 Steinen, die alle mogli-
chen Paarungen der Augenzahlen von Null bis Sechs zeigen. Wir wollen einen Satz
vollstéandig nennen, wenn er alle Kombinationen von Doppel-Null bis Doppel-n
fur eine natirliche Zahl n enthalt und dartiber hinaus keine weiteren Steine. Ei-
nes der altesten kombinatorischen Probleme mit Dominosteinen ist es, herauszu-
finden, auf wieviele verschiedene Arten ein vollstandiger Satz in einer Reihe —
den Dominoregel n entsprechend — aneinandergel egt werden kann. (Die Domino-
regel besagt, dald sich beriihrende Steine an der K ontaktstelle mit den Augenzahlen
Ubereinstimmen miissen.) Lassen wir den trivialen Satz, bestehend aus nur einem
Stein, beiseite und betrachten den einfachsten vollstandigen Satz (n = 1). Hier er-
gibt sich nur eine Reihe, namlich 0—-0, 0—1, 1-1 und deren Umkehrung. Betrachten
SiedieFdlen=2undn=3.

Hinweis: Das Problem |&f3t sich formalisieren indem man Pfade in geeigneten Graphen betrach-
tet. Uberlegen Siesich dies. Es hat auch etwas mit dem beriihmten Konigsberger Briickenproblem
zu tun. (Vidleicht finden Sie das selbst heraus. Ansonsten wird Ihr Ubungsgruppenleiter es Ihnen
schildern.) Im Fall n = 3 kann man uUbrigens eine sehr kurze Antwort mit Begriindung geben!

Aufgabe8 (12 Punkte)
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Die durch die Rekursionsvorschrift
a=ap:=1, ah =1 ta— (n=22),

definierten Zahlen werden Fibonaccizahlen genannt. Benannt sind sie nach Leo-
nardo von Pisa (1170-1250 ???), welcher besser unter dem Namen Fibonacci be-
kannt ist. Er entdeckte diese Zahlenreihe als Losung zu folgendem Problem:

Angenommen ein Kaninchenpaar wird in einen Kafig gesperrt, umsich zu vermeh-
ren. Nehmen wir weiter an, daf3 Kaninchen zwei Monate nach ihrer Geburt erst-
malig Junge werfen —jewells ein Paar —und von da ab jeden Monat. \enn keine
Kaninchen sterben, wieviele Kaninchenpaare sind dann nach einem Jahr in dem
Kafig?

Die Berihmtheit der Fibonaccizahlen beruht natiirlich nicht auf dieser etwas du-
biosen Aussage zur Kaninchenvermehrung, sondern auf ihrer Nitzlichkeit fir vie-
le mathematische Problemstellungen und einer unglaublichen Fiille von interes-
santen Resultaten, welche im Laufe der Zeit Uber sie entdeckt worden sind. Aus
Tell (a) dieser Aufgabe &}t sich z.B. leicht ableiten, dal3 limy,_ .. an/ana = g i,
wobei g den Goldenen Schnitt bezeichnet, ein Teilverhatnis, welches in der Ar-
chitektur der Antike und der italienischen Renaissance eine hervorragende Rolle
spielte.

() Beweisen Siefolgendes Uberraschendes Ergebnis:

(B8 — (5
/5

Hinweis: Benutzen Sie vollstandige Induktion. Das konnen Sie naturlich nur, weil Thnen
schon bekannt ist, welche Formel Sie beweisen sollen! Wei 3 man dies nicht, so wiirde man
ein solches Problem z.B. durch Losen der Rekursionsgleichungen mit der Methode der er-
zeugenden Funktionen angehen. Ist (an)ney €ne Folge redler Zahlen und besitzt die Po-
tenzreihef (x) = 52, an+1X" einen positiven Konvergenzradius, so nennt man f die erzeu-
gende Funktion der Folge (an)neny. Im Falle der Fibonacci-Folge ergibt sich f(X) = —ﬁ
fur [x| < 3. DieNullstellen des Polynomsx? +x—1sind x; := ‘1+T\/§ undx, := ‘1‘7\/5 Durch
weitere Analyse und Verwendung des | dentitatssatzesfir Potenzreihen erhdt man dann die
Formel in Tell (a). (Siehe: H. Heuser / Lehrbuch der Analysis/ Teil 1/ B.G. Teubner Stutt-

gart / Kap. VI11.64.15.)

a, = (Yne N).

(b) Inder Vorlesung wurde die Laufzeitfunktion des euklidischen Algorithmus
zur Bestimmung desgrofdten gemeinsamen Tellerszweler ganzer Zahlenm >
n = 2 betrachtet. Eswurde gezeigt, dal3 die Gesamtlaufzeit des Algorithmus
durch 4(log,(m) + 1) beschrankt ist. Uberlegen Sie sich, daR diese Schranke
mit Hilfe der Fibonaccizahlen verbessert werden kann.
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Hinweis: Rufen Siesich nocheinmal den BeweisvonBeispiel 1.5.1 der Vorlesungins Gedéacht-
nis.

Aufgabe9 (8 Punkte)
Ein Betrieb stellt 2 Endprodukte E;, E; her, welche aus 2 Rohstoffen Ry, R, mittel-
bar Uber 3 Zwischenprodukte Z;, Z,, Z3 gewonnen werden. Der Materia verbrauch
(in betriebsinternen Einheiten) fur dieverschiedenen Produktionsstufenwird durch
folgendes Fluf3diagramm wiedergegeben:

Ein Kunde bestellt nun 300 Einheiten E; und 100 Einheiten E,. Berechnen Sieden
Rohstoffbedarf, welcher fur die Produktion dieser Bestellung notwendig ist.

Hinweis: Diesist einetypische Aufgabe zur Bedarfsrechnung. Tip: Matrizen!

Aufgabe 10 (mdl.)
In der Vorlesung wurde definiert, wann eine Funktion berechenbar heif3t. Eswur-
de auch gezeigt, dai3 es eine nicht berechenbare Funktion = : N — {0, 1} gibt.
Uberlegen Sie sich, ob die Funktion

;= 1, falsGott existiert,
~ ] 0, falsGott nicht existiert.

berechenbar ist.

Aufgabe 11 (10 Punkte)
Beweisen SieProposition 2.2.5 der Vorlesung (Transpositionsmatrizen sind sel bstin-
vers, Charakterisierung von Permutationsmatrizen). Aufgabel12 (10 Punkte)

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem

316 X1 2
21 3 Xo = 7 .
111 X3 4
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Fuhren Sie eine LU—Zerlegung durch und 16sen Sie dann zur Kontrolle das Glei-
chungssystem mit Hilfe dieser Zerlegung.

Aufgabe 13 (10 Punkte)
INPUT-OUTPUT-ANALY SE [nach W. Leontief].

Eine Volkswirtschaft bestehe ausn Wirtschaftszwei gen (oder: Sektoren). Jeder die-
ser Sektoren bezieht in einer solchen Volkswirtschaft Giter oder Leistungen aus
anderen Sektoren (Input) und gibt wiederum selbst Giiter oder Leistungen an an-
dere Sektoren ab (Output).

Die Produktion x; des i-ten Sektors setzt sich wie folgt zusammen:

* X; :=der Teil von x;, welcher im Sektor i selbst benttigt wird.
* X; :=der Teil von x;, welcher in den Sektor j geht (i 7).
* y; :=der Teil von x;, welcher die Volkswirtschaft verla3t, also konsumiert
oder exportiert wird. (Kurz: Konsum.)
Esgiltaso: x =Y 1 X+, i=1...,n).

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dal3 die bendtigten I nputs der Sektoren
linear vom Output abhangen, d.h.:

xi=a  (,j=1....n).

Die Koeffizienten a; heif3en die \erbrauchskoeffizienten und die (n x n)-Matrix
A := (&;) die \erflechtungsmatrix der Volkswirtschaft.

1/2 1/3
1/4 1/3
schaft, welche nur aus 2 Sektoren besteht. Fur die nachste Planungsperiode wird
einKonsumvony; = 10undy, = 30 geschatzt. Berechnen Sie, welche Produktion
X1, X2 notwendig ist um diesen Konsumbedarf zu befriedigen.

Essai nun A = ( ) die Verflechtungsmatrix einer sehr kleinen Volkswirt-

Die oben vorgestellte I nput-Output-Analysel &3t sich natiirlich statt auf eine Volkswirtschaft auch
auf elnen einzel nen Betrieb anwenden, wel cher aus mehreren Sektoren (z.B. Abteilungen) besteht.

Aufgabe 14 (10 Punkte)
Durch die symmetrische Matrix

_[(ab
A—<b c) (a,b,ce R,aZ0)
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wird eine quadratische Form ® : R? — R definiert. Diagonalisieren Sie A durch
geeignete Koordinatentransformation, d.h. bringen Sie ¢ auf eine Gestalt, in wel-
cher nur noch rein quadratische Terme auftreten.

Hinweis: Erinnern Sie sich, daR die quadratische Form @ durch den Ausdruck x"Ax firr x € 2
gegeben ist. Schreiben Sie & konkret hin und filhren Sie eine quadrati sche Erganzung durch.

Aufgabe 15 (mdl.)
In der letzten Ubungsserie haben Sie die Fibonaccizahlen kennengelernt. Wenn
Sie nun vor die Aufgabe gestellt wiirden, diese in einem Computerprogramm zu
implementieren, dann kdnnten Sie folgende Prozedur schreiben, welche an Ein-
fachheit und Transparenz kaum zu Uberbieten ist:

fib := proc(n)
begi n
if n<2 then n else fib(n-1)+fib(n-2) end.f;
end_proc:
(DieNotationhier entspricht dem Computeral gebrasystem MUPAD, sollte aber selbst-
erklarend sein.) Uberlegen Sie sich, warum diese Implementierung der Fibonacci-

zahlen problematischist und finden sieandere M glichkeiten, die Fibonaccizahlen
einem Programm als Prozedur zur Verfiigung zu stellen.

Hinweis: Wer einen Computer oder programmierbaren Taschenrechner hat, der sollte obige Pro-
zedur einmal programmieren und z.B. durch inkrementieren einer globalen Variablen Uberprifen,
wie oft die Prozedur sich selbst aufruft furn=1,23,....

Nachtrag: Fibonaccizahlen haben Ubrigens mehr mit Drohnen (mannliche Bienen) zu tun as mit
Kaninchen. Eine Drohne hat namlich keinen Vater. Somit gestaltet sich die Ahnenreihe einer Droh-
newiefolgt: 1 Elternteil (seine Multter), 2 GroRReltern (die Eltern der Mutter), 3 Urgrof3eltern (weil
der Vater der Mutter keinen Vater hatte), 5 UrurgroReltern und so weiter in der Fibonaccifolge.

Aufgabe 16 (6 Punkte)
Fur x € R"wurde in der Vorlesung folgende Notation eingefuhrt:

() 1]z == 205 i,
(1) X2 = VXTx = /3005 %,

(i) [[x[[oo = maxasicn{[Xi[}-
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Beweisen Sie, dald dies tatsachlich Normen sind.

Aufgabe 17 (10 Punkte)
Beweisen Siefolgenden Satz, wel cher besagt, dal3alle Normenauf demR"bzw. C"
auf eine gewisse Art und Weise zueinander aquivalent sind.

Fir jedes Paar von Normen ny(x), nx(x) auf demR" (bzw. C") existieren Konstan-
tenk, K > 0, so dai3 gilt:

K- Ma(X) < Mi(x) < K - n(X) VxR (baw. C").

Im Beweisdurfen Siebenutzen, dal3jede Norm auf dem R"bzw. C" eine(gleichmaliig)
stetige Funktion bzgl. der Metrik p(X,y) := maXi<i«n{ |% — Vil } ist. (Wer mag, der
sollte sich auch einmal den Bewels furr diesen Satz tiberlegen.)

Hinwel's: Betrachten Sie den Fall ny(x) := ||x||1. DieMenge M = {x € C"|max;{|x|} = 1} ist
eine kompakte Teilmenge des C". Dany(X) stetig ist, existieren somit...

Aufgabe 18 (10 Punkte)
Uberprifen Sie, welche der beiden folgenden symmetrischen Matrizen positiv de-
finit igt.
10 5 10 6 -2 2
(@ 5 -14 2 (b) -2 50
(2 %) SE

Sollte eine der Matrizen positiv definit sein, so bestimmen Sie deren Cholesky-
Faktorisierung und |osen Sie auf diesem Wege das folgende Gleichungssystem

10
Ax=1| 10
-5
wobel A die positiv definite Matrix aus (@) bzw. (b) bezeichnet.

Aufgabe 19 (4 Punkte)
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem

Ax=b mit A:(aij):<i 202) und b:<102>

und 18sen Siedieses mit 2-stelliger Arithmetik, indem Sie die Gaul3sche Eliminati-
onsmethode durchfihren. Wahlen Sie einmal a;; und einmal a,; a's Pivotelement
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im 1. Schritt. Vergleichen Sie die Losungen, welche Sie so erhalten! (Dieses Bei-
gpiel illustriert Bemerkung 2.2.11 im Skript!)

Aufgabe 20 (mdl.)
Wie wirden Sie vorgehen, wenn Sie die Wurzel aus einer Zahl bestimmen soll-
ten (z.B. v/2) und nicht die gleichsam magischen Fzhigkeiten eines Taschenrech-
ners mit Wurzeltaste zur Verfugung hétten? Einem sehr alten Verfahren (Heron-
\erfahren) zur Losung dieses Problemsliegt folgende geometrische |dee zu Grun-
de:

\ersuche ein Quadrat zu konstruieren, dessen Flacheninhalt nist. Die Seitenlange
diesesQuadratesist dann \/n. Starte mit einem Rechteck, wel ches die Seitenlangen
ay = nund by = 1 hat. Dessen Flacheninhalt ist natiirlich n. Konstruiere nun ein
neues Rechteck, dessen eine Seite die Lange a; = arithmetisches Mittel aus ap und
by hat und dessen andere Seite eine Lange b, hat, welche so gewahlt wird, daf3
das Rechteck wieder einen Flacheninhalt von n aufweist. Fahre nun so fort und
konstruiere auf diese Wei se immer neue Rechtecke. Diese néhern sich immer mehr
dem gesuchten Quadrat.

Man erhdt also zwel Folgen (a) und (b;). Zeigen Sie, dal3 diese von oben bzw. von
unten gegen /n konvergieren und eine Intervallschachtelung firr den gesuchten
Wert liefern.

Bemerkungen: Man kann bei diesem Verfahren sehr schon sehen, auf wieviele Stellen genau man
diegesuchte Wurzel schon berechnet hat! (Woran?) Auferdem konvergieren diebei den Folgen sehr
schnell gegen den gesuchten Wert.

Aufgabe 21 (6 Punkte)
Essei A € R™"eine orthogonale Matrix. Zeigen Sie, da3 gilt: ||Al|]2 = 1.

Bemerkung: Benutzen Siebittenur die Definitionenvon ||| | und orthogonalen Matrizen. Weitere
Ergebnisse sind nicht notwendig!

Aufgabe 22 (12 Punkte)
Zeigen Sie folgende Verallgemeinerung von Satz 2.6.4 der Vorlesung (unter den
dort angenommenen Voraussetzungen).

Seien x und x+Ax Losungen der Systeme Ax = b baw. (A+AA)(x+Ax) = (b+Ab).
Dann |af¥ sich der relative Fehler abschatzen durch:

|AX]] _ _ cond(A) (IIAAIIWLIIAbII)‘

1= 1= cond(a) AL \ AT [l
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Bemerkung: Im Gegensatz zu Satz 2.6.4 lassen wir hier a so auch einefehlerbehaftete rechte Seite
des Gleichungssystems zu.

Aufgabe 23 (12 Punkte)
M odellbildung: Das Ende der Prohibitionin Amerikastelltedie’ Familie’ vor das
Problem, das nun legal e Alkohol geschaft nach marktwirtschaftlichen Grundsatzen
zu betreiben. Glucklicherweise hatte der Pate seinen Sohn in weiser Voraussicht
Wirtschaftsinformatik studieren lassen. Da es leider noch nicht viele Computer
gab, war dieser natirlich arbeits os, aber sein theoretisches Wissen konnte er nun
sinnvoll in die Familiengeschafte einbringen. Im Lagerhaus der Familie fand er
neben den Uiblichen Mafiautensilien (Beton, Maschinenpistolen, etc.) noch 2000
Flaschen Whisky der Marke Winfriddich, 2500 Flaschen Korbel schnaps und 1200
Flaschen 50-prozentiger Brennspiritus. Nach einer feuchtfrohlichen Marktanalyse
(inverschiedenen Bars und K neipen) sah der Sohn des Paten keine grof3en Absatz-
chancen fur diese Originalprodukte. Daher beschlofd er, durch Mischen die neu-
en Whiskysorten Winnie Talker, Blonde Beauty und Simple produzieren zu las-
sen, welche zu 22.5 cts, 28.5 cts bzw. 34 cts pro Flasche verkauft werden soll-
ten. Als Wiederbeschaffungspreisfir die Ausgangsprodukte Winfriddich, Korbel -
schapsund Brennspirituskonnte er 35 cts, 25 ctsbzw. 20 cts pro Flasche ermitteln.
Auf einigen Familienfeiernwurden durch exzessives Probierenfolgende Vorgaben
fur die Mischungsverhatnisse festgel egt:

Winnie Talker  wenigstens 60% Winfriddich
hochstens  20% Brennspiritus

Blonde Beauty wenigstens 15% Winfriddich
hochstens  60% Brennspiritus

Simple hochstens  50% Brennspiritus

Absatzschwierigkeiten waren auf Grund der langjahrigen guten Kontakte in der
Alkoholbranche und einem familieneigenen Talent, Kunden mit handfesten Argu-
menten zu Uberzeugen, nicht zu befurchten. Wie sah das Lineare Programm aus,
das der Sohn des Paten fir dieses Problem im Hinblick auf eine Gewinnmaximie-
rung (Erlos — Wiederbeschaffungspreis) aufstellte?

Bemerkung: Leider konnte die Familie dann doch nicht im legalen Alkohol geschaft Ful? fassen,
dader Sohn des Paten sein Studium abgebrochen hatte, bevor er lernen konnte, wie man ein solches
Lineares Programm | ost!
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Aufgabe 24 (mdl.)
In folgendes Schema soll eine 10-stellige Zahl eingetragen werden, welchesichin
folgendem Sinne selbst beschreibt: Die Ziffer im Feld n soll angeben, wie oft die
Ziffer nin der Zahl selbst vorkommt. Steht also z.B. eine 3im Feld 5, so mul3 die
5dreimal in der Zahl a's Ziffer vorkommen.

0/1(2(3/4|5/6|7(8|9

Wieviele Losungen existieren zu diesem Problem und wie lauten sie?

Hinweis: Naturlich kdnnten Sieein Computerprogramm schrei ben, wel ches alle moglichen Zahlen
daraufhin Uberpriift, ob siesichin obiger Art und Wei se selbst beschreiben. Aber dassindimmerhin
10 Milliarden Zahlen und das Erstellen des Programms ist auch ein gewisser Zeitaufwand. Eine
Losung mit Papier und Bleistift (bei geeignetem systematischen Ansatz) sollte deutlich schneller
zu erreichen sain.

Aufgabe 25 (10 Punkte)
Das Farkas Lemma der Vorlesung wird oft in folgender aquivalenter Formulie-
rung angegeben:

Essaien A € R™"und b € R™gegeben. Dann gilt
entweder (a) Ix € R": Ax< b,
oder (D) Juc RM: u'TA=0undu'b <0,
aber nicht beides.
Leiten Sie diese Form des Farkas Lemmas aus der Ihnen bekannten her.
Aufgabe 26 ) (10 Punkte)
Beweisen Sie die Aussage der Ubung 3.1.6 des Skripts:

Der zulassige Bereich eineslinearen Programmsin Standardformist ein Polyeder.

Aufgabe 27 (10 Punkte)
Fur zwel Punkte p, q € R" bezeichnen wir mit [p, q] die \ierbindungsstrecke zwi-
schen diesen beiden Punkten, d.h.

[p.a] :={(@-Mp+Ag[r € [0, 1] CR}={Ap+pq|A p e R, Atp =1}

Wir sagen, eine TellmengeK C R"sei konvex, wenn mit jezwel Punktenp, q € K
auch [p, q] C K gilt. Beweisen Sie nun folgenden Satz:
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Ist K C R"konvexund sind py, . . ., px € K, so enthalt K jede Konvexkombination
AoPot .-+ APk

Hinweis: Erinnern Siesich: Konvekkombinationheif3t, dal3 A = 0 und Ag+. . .+ ¢ = 1 gilt. Flihren
Sie Induktion nach k durch.

Aufgabe 28 (mdl.)
Zeichnen Sie auf ein Blatt Papier 3 Hauser, ein Kraftwerk, ein Gaswerk und einen
Wasserturm. Jedes der Hauser soll nun mit allen 3 Versorgern verbunden werden
(angedeutet durch einen Strich oder eine Kurve mit dem Stift), jedoch so, dal3sich
die Verbindungdlinien nicht Gberschneiden! (Grund: Der Boden in dieser Gegend
ist ab einer geringen Tiefe schon sehr hart und man kann Rohre nicht Uibereinander
verlegen. So eine Stuation trifft man z.B. in Helsinki/Finnland an. Die Sadt ist
guas auf Granit gebaut.) Ist dieses Problem planar (d.h. auf Ihrem Blatt Papier)
|osbar?

Zusatz: Was ware, wenn Helsinki sich nicht in Finnland sondern auf einem Mobiusband befinden
wirde? Natirlich gehen wir auch hier davon aus, dald es in Helsinki nur 3 Hauser und 3 Versorger
gibt!

Aufgabe 29 (6 Punkte)
Dualisieren Sie die beiden folgenden linearen Programme:
max Cc'x min  u'b
(@ unter Ax<b (b) unter uTAx>c’
x=0 u=0

(Notation wie in der \orlesung.)
Aufgabe 30 (10 Punkte)
Zeigen Sie Ubung 3.3.5 des neuen Skripts:

Das duale Programm des dualen Programms ist das primale Programm. Folgern
Sehieraus: st dasprimale Programm zul assig und beschrankt, so gibt esfir beide
Programme Optimalldsungen x* und y* und es gilt: ¢'x* = y*Th.

Diskutieren Se ebenfalls den Unterschied zu Satz 3.3.3 (a) der Vorlesung.
Hinweis: Bringen Sie das duale Programm in Standardform und dualisieren Sie.
Aufgabe 31 (8 Punkte)

Wahrscheinlichwissen Siealle, wasein Graph ist. Er besteht aus Knoten und Kan-
ten. (In einer friheren Ubungsserie haben wir schon einmal Graphen betrachtet;
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und zwar hinsichtlich der Losung des Problems mit den Dominosteinen!) Formal
ist ein Graph G ein geordnetes Paar von digunkten Mengen (V, E), so da3 E eine
Untermenge der Menge der ungeordneten Paare von ElementenausV ist. Ist G ein
Graph, so nennt man V = V(G) die Menge der Knoten und E = E(G) die Menge
der Kanten von G. (Die Bezeichnungen stammen natiirlich aus dem Englischen:
set of vertices, set of edges.) Iste = (vi, V) € E, soheilét dies, daReeine Kanteist,
welche die Knoten v; und v, miteinander verbindet. Das folgendeist ein Beispiel
fur einen einfachen Graphen mit 5 Knoten und 4 Kanten:

Vi et W €& V3

(0] — O — O
| & | €

(0] (0]

Vg Vg

EinwichtigesHilfsmittel zur Untersuchungvon Graphenist die sogenannte (Knoten—
Kanten)—InzZidenzmatrix. Sei G = (V,E) en Graph mitV = {v;, ..., vy} und E =
{€e,...,en}, soistdielnzidenzmatrix von G die n x mMatrix A, welche gegeben
ist durch:

~._ ] 1, falszudem Knotenyv; die Kante g hinfuhrt,
}"7 1 0, fallszudem Knotenv; die Kante g nicht hinfuhrt.

Wir wollen nun spezielle Graphen betrachten. Ein Graph G heif3t bipartit mit Kno-
tenmengen Vi, Vo, wenn V(G) = V; U V,, V1 NV, = () gilt und jede Kante einen
Knoten aus V; mit einem Knoten aus V, verbindet. Es werden also keine Knoten
von V; untereinander verbunden. Das gleiche gilt fur Knoten aus V,. (Wenn Sie
auf ein Blatt Papier verschiedene Madchen und Jungen malen und jedes M adchen
mit jedem Jungen verbinden, den sie schon einmal gekiisst hat, dann erhalten Sie
einen bipartiten Graphen. Etwas albern vielleicht, aber in der Literatur werden vie-
le Probleme und Ergebnisse zu bipartiten Graphen tiber solche Madchen-Junge,
Mann—Frau Beziehungen verdeutlicht!) Losen Sie nun folgende Aufgaben:

(a) Stellen Siedielnzidenzmatrix zu obigem Beispiel (Graph mit 5 Knoten und
4 Kanten) auf.

(b) Berechnen Sie die Determinante der Inzidenzmatrix eines Graphen mit 3
Knoten, welche alle durch Kanten miteinander verbunden sind. (Der Graph
sieht also wieein Dreieck aus!)

(c) Uberlegen Sie sich, daR ale Unterdeterminanten der Inzidenzmatrix eines
bipartiten Graphen den Wert 0, 1 oder —1 haben. (Solche Matrizen nennt
man total unimodular.)
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Bemerkung: Warum die Determinanten von Inzidenzmatrizen fur uns interessant sind, sehen Sie
in der nachsten Aufgabe, welche in der kommenden Ubungsserie wieder aufgegriffen wird!

Aufgabe 32 (6 Punkte)
Essa Aeineregulare Matrix. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem Ax =
b und nehmen an, daf3 die Komponenten von b alle ganzzahlig sind. Zeigen Sie
nun: Falls A die Inzidenzmatrix eines bipartiten Graphen ist, dann ist obiges Glei-
chungssystem ganzzahlig |osbar.

Hinweis: Erinnern Sie sich daran, was Determinanten mit dem Losen von linearen Glei chungssy-
stemen bzw. inversen Matrizen zu tun haben und benutzen Sie dann Aufgabe 3 (c).

Aufgabe 33 (mdl.)
Viele Zaubertricksund Rechenkunststiicke beruhen auf sogenannten zyklischen Zah-
len. Hierunter verstent man eine naturliche Zahl mit n Stellen (fihrende Nullen
werden zugelassen und als Stellen mitgezahit!), welche folgende ungewohnliche
Eigenschaft hat: Wenn die Zahl mit einer natiirlichen Zahl von 1 biseinschliefdich
n multipliziert wird, so enthalt das Produkt die gleichen n Ziffern der urspriing-
lichen Zahl in derselben zyklischen Reihenfolge. (Die Ziffern der Zahl werden
bei der Multiplikation aso nur zyklisch permutiert.) Die einfachste zyklische Zahl
ist natirlich die 1. Konnen Sie die nachste zyklische Zahl finden? Diese hat uibri-
gens keine fuhrende Null (ist aso eine echte natiirliche Zahl). Aul3er der trivia-
len 1 ist Sie aber auch die einzige zyklische Zahl ohne fuhrende Null. (Sie werden
sehen, warum!) Alle Methoden sind zugel assen: Computer, theoretischer Ansatz
oder einen Zauberer fragen. Von letzteren wird I hnen wahrscheinlich fast jeder die
Zahl nennen kdnnen, da sie in deren Kreisen extrem bekannt ist.

Aufgabe 34 (10 Punkte)
Wir wollen noch einmal bipartite Graphen betrachten (s. letzte Ubungsserie). Ein
wichtiger Begriff in diesem Zusammenhang ist das sog. matching. Sei G ein bi-
partiter Graph mit Knotenmengen V; und V,. Man spricht von einem perfekten
matching, wenn jeder Knoten aus V; Uber eine Kante mit einem Knoten aus V,
verbunden ist, ohne daf3 zwei Knoten aus V; demselben Knoten aus V, zugeord-
net werden mussen. Sei V; z.B. eine Menge von Frauen und V, eine Menge von
Mannern. Eine Kante zwischen v; € V; und v, € V, soll bedeuten, dal? die Frau
v; den Mann v, heiraten konnte (weil sie sich kennen und mogen und die Fami-
lie nichts dagegen hat etc. etc.). Kann man nun alle Frauen verheiraten, so erhalt
man ein perfektes matching (wobel man je nach Definition eigentlich noch diever-
bleibenden Manner aus dem Graphen streichen mufite). Ist es nicht moglich, alle
Frauen zu verheiraten und betrachtet man nur die maximale Anzahl von Frauen,
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welche verheiratet werden konnen, so erhalt man den Begriff des maximalen mat-
ching (bzw. genauer: kardinalitatsmaximales matching). Maximales matching be-
deutet al so, dal3 man den grofdten Untergraphen von G betrachtet, in welchem man
perfektes matching erhdt. Folgender Satz von Konig beschreibt maximales mat-
ching:

max. # matching = min. # Uberdeckung.

Gemeint ist hiermit, dal? die Anzahl der Knoten aus V;, welche zu einem maxi-
malen matching gehodren, mit der minimalen Anzahl der Knoten (aus V; und V5)
Ubereinstimmt, wel che bendtigt werden, damit jede Kante des gesamten Graphen
mit einem dieser Knoten inzidiert (d.h. verbunden ist; diese Knoten Ulberdecken
also die Kantenmenge des Graphen). Betrachten Sie z.B. den bipartiten Graphen
G= (Vl U V27 E) mit

Vl = {Vlv V2, V3}7 V2 = {V47 Vs, VG} undE = {(Vlv V5)7 (V27 V4)7 (V27 V6)7 (V37 VS)}'

Ein maximales matching wird hier z.B. durch die zwel Paare (v1,Vs) und (Va, Vs)

gegeben. Und die zwei Knoten v, und vs inzidieren mit allen Kanten des Graphen

(und man kann nicht weniger Knoten mit dieser Eigenschaft finden). Diesist die

Aussage des Satzes von Konig, welchen Sie nun beweisen sollen! Definieren Sie

sich hierzu in geeigneter Weise zwei Vektorraume: einen Knotenraum und einen

Kantenraum und Uberlegen Sie sich, wie die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix des

Graphen (s. letzte Ubungsserie) zwischen diesen Vektorraumen al's Abbildung funk-
tioniert. Beschreiben Sie dann maximales matching in einem bipartiten Graphen

durch ein lineares Programm. Dualisieren liefert dann die Aussage des Satzes von

Konig.

Aufgabe 35 (8 Punkte)
Losen Siefolgendes Problem mit Hilfe des Simplexverfahrens:

min  10x; + 3%

unter X1—-3% < 3
X1 +Xo 2 3
X1 = 1
x =20
Aufgabe 36 (Vorsicht falsch! 12 Punkte)

Wie im Skript versprochen (neuer Skript, S. 48) wollen wir nun ein Beispiel fur
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mogliches Kreisen (oder: Zykeln) des Simplexverfahrens betrachten:

min 2X%o + 4X4 + AXg
unter X —3Xo—X3—Xa—Xs+6x = 0
2% +X3 =3 —-X5+2% = 0
x =20

(8) Bestimmen Siedaszu B = {1, 2} gehorige Tableau.

(b) Iterieren Sie(Simplexverfahren) unter Verwendung der Steil ster-Anstieg-Regel
(s. neuer Skript §3.6), bisKreisen eintritt.

(c) Uberlegen Sie sich, wie man das Kreisen verhindern kann.

Zusatzaufgabe: (mdl.) Stellen Sie unter Verwendung des dualen Programms die
einzelnen Iterationsschritte graphisch dar.

Aufgabe 37 (mdl.)
Diedrel Mathematiker Alfred, Bill und Charley gehen an jedem Werktag gemein-
sam zum Mittagessen. Irgendwann stellten Sie fest, dal? ihre Gewohnheit einen
Martini zu trinken durch folgende Regeln beschrieben werden kann:

1) Wenn Alfred einen Martini bestellt, dann macht Bill das auch.

2) Entweder Bill oder Charley bestellt einen Martini, aber nie beide beim glei-
chen Mittagessen.

3) Alfred oder Charley oder beide bestellen immer einen Martini.
4) Wenn Charley einen Martini bestellt, dann macht Alfred das auch.

Konnen Sie einfacher sagen, wer wann einen Martini trinkt?

Tip: Esgibt sicherlich viele Moglichkeiten, dieses Problem zu 16sen. Eine elegante Losung erhalt
man jedoch durch Verwendung sog. Venn-Diagramme. Das sind diese Kreise, welche die meisten
von |hnen wahrscheinlich schon im Mengenlehre-Unterricht der Grundschule gezeichnet haben.
Identifizieren Sie’ Martini bestellen” mit wahr und ' keinen Martini bestellen’ mit fal sch und zeich-
nen Sie dann geeignete Venn-Diagramme.

Aufgabe 38 (10 Punkte)
Losen Siefolgendes Problem mit Hilfe der Zwei phasenmethode:

min 4%, + X + X3
unter 2x; + Xo + 2X3
X + K + X3

X

4
3
0

A1
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Aufgabe 39 (10 Punkte)
Losen Sie folgendes Problem mit Hilfe der Zwei phasenmethode:
min 4%, + X + X3

unter 2x; + X + 23 = 4

X + M + X = 3

x =0
Aufgabe40 (10 Punkte)

In der Praxisist es oftmals so, dal3 die Variablen in linearen Programmen sowohl
unteren als auch oberen Schranken unterliegen. (Z.B. ist der Grad einer Produkti-
on durch die Kapazitaten der Fabrik beschrankt bzw. die Menge der verfugbaren
Rohstoffe durch Transportkapazitaten etc. etc.) Also gelten Ublicherweise folgen-
de Einschrankungen fur eine Variable x; in einem linearen Programm:

U<x <o (u; = untere Schranke, o; = obere Schranke).

Oberlegen Sie sich, dal3 jedes lineare Programm mit unteren und oberen Schran-
ken fur die Variablen (Ublicherweise Lineares Programm mit oberen Schranken
genannt) z.B. in die folgende Form gebracht werden kann:

max c'x
unter AX=Db
0<x<s

oberlegen Sie sich nun, wie die obige Form in die tibliche Sandardform tiberfuhrt
werden kann (Tip: Schlupfvariablen), auf welche dann das normale Simplexver-
fahren anwendbar ist. Wie grof3 wird die Matrix des so erhatenen linearen Pro-
grammsin Standardform?

In den dbungen werden Sie eine effektivere Methode (el cht modifizierte Form des Simplexverfah-
rens) kennenlernen, um lineare Programme mit oberen Schranken zu 16sen.

Aufgabe 41
Redundanz in linearen Programmen.
Ungleichungen in Standardform:

AX
X

(20 Punkte)
Wir betrachten ein System von linearen

b
0

v 1

Folgende 3 Falle von Redundanz kdnnen in diesem System auftreten:
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(1) Redundante Gleichungen: Eine der Gleichungen kann als Linearkombinati-
on der anderen ausgedriickt werden.

(2) Null-Variablen: Eine Variable x; ist in alen Losungen des Systems gleich
Null.

(3) Nicht-extremale Variablen: Fur eine Variable x; ist die Ungleichung x; = 0
redundant (d.h. es ergibt sich schon aus den Gleichungen, dal3 x; = afir ein
a > 0 gelten muR).
Beantworten Sie nun folgende Fragestellungen:

(8) Gibt es Null-Variablenin dem folgenden System?

2% + o + A3 + 4x4 = 6
X1+X2+2X3+X4:3
x =2 0

(b) Gibt es nicht-extremale Variablen in dem folgenden System?

X1 + 3% + 4«3 = 4
21 + X + 3% = 6
x 20

(c) Wiekann man ein System von linearen Ungleichungen in Standardform, in
welchem einer der obigen Falle von Redundanz auftritt, vereinfachen? Wie
sieht eine solche Vereinfachung fur (a) und (b) aus?

Aufgabe 42 (mdl.)
Sieerholensich ineinem Ruderboot auf einem kreisrunden See. Pl 6tzlich entdecken
Sieam Ufer einen Mathematiker mit einer neuen dbungsserie, welcheer Thnen auf-
drangenwill! Nach einiger Zeit der Beobachtung kommen Sie zu dem Schlul3, daf?
der Mathematiker wohl Nichtschwimmer ist, aber genau viermal so schnell laufen
kann, wie Sierudern. Er kann aber nicht so schnell laufen wie Sie. Konnten Sie al-
so mit dem Boot eine Stelle des Ufers erreichen, ohne dort den Mathematiker mit
der 0bungsserie zu treffen, so waren Sie gerettet, da Sie schneller laufen konnen
aser!

Konnen Sie einen Weg finden, wie Sie einen Punkt des Ufers vor dem Mathema-
tiker erreichen?
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Aufgabe 43 (6 Punkte)
Bestimmen Sie alle Funktionenf : R2 - R mit Vf(x) = x fur alex ¢ R2.

Aufgabe 44 (10 Punkte)
DieFunktionenf,g: SC R"— R (Soffen) mogeninx € SGradienten besitzen.
Danntrifftdiesauch fur f +g, fg, of (o € R)undf /g (fallsg(x) # 0) zu. Zeigen Sie
nun, daf3 die folgenden Formeln gelten (wobel als Argument jewellsx zu ergnzen
ist):

@ V(f+g)=Vf+Vg (b) V(fg)=fVg+gVf

(© V(af) = aVf @ v <f§> _ w

Aufgabe45 (8 Punkte)
Stellen Sie die Hessematrix der Funktion f(x,y) = x3 + y® — 3xy auf dem R2 auf.

Aufgabe 46 (6 Punkte)
Geben Sieeine Parametrisierung fur eine Zykloide an. (Die Zykloide beschreibt die
Bahn eines Punktesauf der Peripherie einesKreises (vomRadiusr), wennletzterer
auf der positiven x-Achse der x—y-Ebeneabrollt und besagter Punkt sich zu Beginn
der Bewegung im Nullpunkt befand. Oder anders. Der WWeg eines Nagelsin einem
Autoreifen (vorausgesetzt der Reifen wird nicht kleiner, well er Luft verliert)!)

Aufgabe 47 (mdl.)
Zeichnen Sieauf ein Blatt Papier eine 4 x 4-Matrix und schreiben Sie die Zahlen
von 1 bis 16 von links nach rechts, angefangen mit dem Feld (1, 1) in die Matrix.
(In der ersten Zeile steht also 1, 2, 3,4, in der zweiten steht 5, 6, 7, 8 etc.) Whlen
Sie nun ein beliebiges Feld der Matrix und kreisen Sie die Zahl dort ein. Ziehen
Sienun einen vertikalen Strich durch die Spalte, in der die eingekreiste Zahl steht
und einen horizontalen Strich durch die entsprechende Reihe. Kreisen Sie dann
eine der verbleibenden Zahlen ein (also eine, welche noch nicht durchgestrichen
ist) und ziehen Siewieder die entsprechenden vertikalen und horizontalen Striche.
Nun wiederholen Siedieses Verfahren noch einmal und zuletzt kreisen Siedieein-
zig Ubriggebliebene Zahl ein. Wenn man nun die 4 eingekreisten Zahlen addiert,
so ergibt sich a's Summe 34. Warum?

Wenn Sieerst einmal verstanden haben, wiedieser Trick funktioniert,dann konnen Siesich beliebig
viele Variationen davon ausdenken. Versuchen Sie es einmal!

Aufgabe48 (mdl.)
Magi sche Quadrate kann man natirlich noch auf die Spitze treiben. Wer mag, der
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versuche einmal einen magischen Wirfel zu konstruieren (z.B. einen 3 x 3 x 3-
Wirfel; hier missen Sie die Zahlen von 1 bis 27 so auf die Felder verteilen, dal3
sichin ale Richtungen (auch auf den Diagonalen!) immer die gleiche Summe er-
gibt). Aufgabe49 (8 Punkte)

Untersuchen Sie noch einmal Bsp. 4.2.4 der Vorlesung, d.h. das Optimierungspro-
blem _

min = f(Xg, X2) = X2 = X1 + Xo + X1 X2

unter X3 =20, X =0,

im Hinblick auf die *Notwendigen Bedingungen zweiter Ordnung’ (Proposition
4.2.5).

Aufgabe50 (12 Punkte)
Betrachten Sie das Optimierungsproblem

min (X, %) = X3 = Xxp + 2x3,
unter X320, x=0,

und Uberprifen Sie, ob im Inneren des zulssigen Bereiches Losungen existieren.

Aufgabe51 (10 Punkte)
Betrachten Sie die Gleichung X2 + x, = 0. Eine offensichtliche Losung ist x; = 0
und x, = 0. Gibt es eine Umgebung dieser Losung, auf der eine Funktion ® exi-
stiert mit x; = ®(x2)? (Wenn nicht, dann tiberlegen Sie sich, welche Voraussetzung
des Satzes Uber implizt definierte Funktionen nicht erfulltist. Wie sieht es mit der
Existenz eines solchen ¢ fur die anderen Losungen dieser Gleichung aus?)

Aufgabe 52 (mdl.)
3 Quickies (Wenig Mathematik erforderlich, aber dennoch nett!)

* In einem Zimmer befindet sich auf einem Tisch eine Gluhbirne, vor dem
Zimmer 4 Lichtschalter, welche jeweils auf AN’ bzw. ' AUS' gestellt wer-
den kdnnen. Aber nur einer der Lichtschalter schaltet die Gluhbirnewirklich
an bzw. aus. Die drei anderen sind ohne Funktion. Sie dirfen nun mit den
Lichtschaltern herumspielen. Danach gehen Siein das Zimmer und kdnnen
dann beantworten, welcher der Schalter die Gluihbirne steuert. (Naturlichkonnen
Sie, whrend Sie die Lichtschalter ausprobieren, nicht in das Zimmer sehen!
DieTur zu dem Zimmer ist verschlossen und I3t kein Licht durch.) Wie ma-
chen Sie das?
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» Siesind Kandidat bei einer Gameshow. Sie konnten bisher alle Fragen rich-
tig beantworten und haben alle Aufgaben erfolgreich gel0st. Nun, in der ent-
scheidenden Endrunde, durfen Sie sich einevon 10 Turen aussuchen. Hinter
9 Turen befindet sich nichts, hinter der verbleibenden Tur der grole Preis.
Siewhlen eine Tur. Von den 9 anderen Tiren 6ffnet der Showmaster (wel-
cher wei 3, wo sich der Preisbefindet) nun 8 und zeigt, dal’ sich nichts dahin-
ter befindet. Dann fragt er Sie, ob Sieihre Tur behalten wollen, oder ob Sie
lieber die von ihm noch nicht gedffnete Ste Tir nehmen wollen. Wie verhal-
ten Siesich?

 Ein bdser Zauberer droht damit, 3 Prinzenin Frosche zu verwandeln. Er gibt
ihnen jedoch noch eine Chance. Er stellt Sie hintereinander in einer Reihe
auf, so dald der |etzte seine beiden Vordermnner sehen kann, der mittlere nur
seinen Vordermann und der erste keinen der beiden anderen. Nun verbindet
der Zauberer den Prinzen die Augen und setzt jedem von ihnen einen Hut
auf. Er sagt ihnen, dal3 die Hute rot oder schwarz sind und dal3 nicht alle 3
Prinzen einen Hut der gleichen Farbe tragen. Dann nimmt er ihnen die Au-
genbinden wieder ab und sagt, dal3 er alle 3 Prinzen nicht verzaubern wird,
wenn mindestens einer von ihnen innerhalb von 10 Minuten sagen kann,
welche Farbe sein Hut hat. Der Zauberer aktiviert eine grof3e Sanduhr und
die Zeit luft. Nach 9 Minuten und 59 Sekunden antwortet einer der Prinzen
richtig und rettet damit alle drei! Welcher Prinz war das und wie hat er die
Aufgabe gel0st?

Aufgabe53 (8 Punkte)
Betrachten Sie das Problem

min X1Xo + XoX3 + X1 X3
unter X;+X +X3=3

und l6sen Sie es unter Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren.

Tip: Ausdem Satz Uber Lagrange-Multiplikatoren erhaten Sie 3 Gleichungen. Zusammen mit der
Bedingung der Optimierungsaufgabe ergibt sich dann ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungenin
4 Unbekannten, welches es zu Isen gilt.

Aufgabe 54 (12 Punkte)
Finden Sie Kandidaten fir relative Minima des Problems

min  2x2 + 2x; %, + X5 — 10x; — 10x,
unter X3 +x3<5
3X1 + X < 6



Versonvom 17. Méarz 1999 117

indem Sie die Kuhn-Tucker Bedingungen tberprifen.

Hinweis: Achten Sie darauf, dal? Sie verschiedene Kombinationen von aktiven Bedingungen an-
nehmen knnen. Im vorliegenden Fal sind dies entweder keine, eine oder zwei Bedingungen.

Aufgabe55 (10 Punkte)
Betrachten Sie die beiden folgenden Flachen im R3:

(@ ®+y =2,
(b) xy+x3+y*=0. (Kein Fehler, zkommt hier nicht vor!)

Skizzieren Sie die Flachen, bestimmen Sie ihre singularen Punkte (d.h. ihre nicht
regularen Punkte) und geben Sie die Tangentialraumein den regul aren Punkten der
Flachen an.

Aufgabe 56 (mdl.)
Das folgende Rétsel kennen einige von ihnen schon (hat Winfried Hochstéitler
nach der Vorlesung erzahlt). Es ist aber so schn, dal3 wir es noch einmal fur alle
aufschreiben:

Se haben zwei Zundschniire und ein Feuerzeug. Beide Zundschniire brennen je-
weils genau 60 Sekunden, aber leider nicht regelmafiig. (D.h., sie brennen nicht
soundsoviel Zentimeter pro Sekunde, sondern mal mehr und mal weniger. Sewis-
sen nur, daf3 nach genau 60 Sekunden die gesamte Zundschnur verbranntist.) Se
sollen nun mit Hilfe der beiden Zindschniire und des Feuerzeugs einen Zeitraum
von 45 Sekunden mglichst genau messen. Wie gehen Sevor? Aufgabe57 (10

Punkte)
Betrachten Sie das quadratische Programm (Notation wie immer)

min  Ix'Qx - b"x
unter Ax=c

und Uberlegen Sie sich, dal? ein Punkt x* genau dann ein lokales Minimum ist,
wenn er auch ein globales Minimum ist.

Aufgabe 58 (10 Punkte)
Beweisen Sienochmalsdie LP-Dualitt (Lineare Programme) indem Sie die Kuhn-
Tucker Bedingungen verwenden.
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Aufgabe59 (10 Punkte)
Zur Wiederholung: Untersuchen Sie folgende Funktion auf Minima

f(X,y,2 =2C+Xxy+y> +yz+Z —-6x—-7y—8z+9

indem sie die notwendigen bzw. hinreichenden Bedingungen erster und zweiter
Ordnung Uberprifen. (Finden Sie sogar ein globales Minimum?)

Aufgabe 60 (mdl.)
Das Ehepaar Felerschon organisiert eine Party, zu der sie4 weitere Ehepaare einge-
laden haben. Als die Gste eintreffen geben sich digjenigen die Hand, welche sich
bisher noch nicht kannten. Alle anderen begriif3en sich einfach so. Nach der Be-
grudung fragt Herr Felerschon alle anderen Anwesenden, mit wieviel Leuten Sie
Hnde geschiittelt haben. Bemerkenswert ist, dal3 jeder eine andere Anzahl antwor-
tet! Konnen Sie aus diesen Informationen ableiten, welche Zahl Frau Feierschon
angegeben hat?

* Jeder kennt natirlich sich selbst und seinen Ehepartner.
* Herr Feierschon hat sich selbst nicht gefragt, wieviel Leuten er die Hand gegeben hat.

Aufgabe 61 (8 Punkte)
Beweisen Siediebeiden folgenden Aussagen, welchezeigen, dal3die Kombination
von konvexen Funktionen wieder konvexe Funktionen ergibt.

() Esseien f; und f, konvexe Funktionen definiert auf einer konvexen Menge
S Dann ist auch die Funktion f; + f, konvex auf S,

(b) Essai f eine konvexe Funktion definiert auf einer konvexen Menge S. Dann
ist auch of konvex fur jedes o € R.,.

Aufgabe 62 (10 Punkte)
Zeigen Sie folgenden Satz:

Es sai f eine konvexe Funktion auf einer konvexen Menge S Dann gilt fur jede
reelle Zahl c, daRdieMenge I'; := {x € S|f(X) < c} konvexist.

Angenommen Sie haben nun konvexe Funktionen fy, . . ., f, auf einer konvexen
Menge S. Gilt dann auch, dal3 die Menge der Punkte x, welche

f1(X) < €1, F2(X) € o -+ ., Fn(X) < Cm (Ci,...,Cn € R)
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simultan erfillen, konvex ist?

Aufgabe 63 (12 Punkte)
Beweisen Siefolgendes klassisches Resultat Uber die Minimierung von konvexen
Funktionen:

Essei f eine konvexe Funktion Uber einer konvexen Menge S. Dannist jedesrela-
tive Minimum von f ein globales Minimum.

Tip: berlegen Sie sich zuerst (mit Aufgabe 2), dal3 die Menge, in der f ihr Minimum annimmt,
konvex ist. Dann I3t sich obige Aussage | eicht durch elnen Widerspruchsbeweis zeigen.

Aufgabe 64 (mdl.)
Whrend der Klausur zur Algorithmischen Mathematik schlendert der Assistent der
Vorlesung irgendwann zwischen 9 und 13 Uhr durch den Horsaal C des Horsaal-
gebudes und kontrolliert die Personal - und Studentenauswei se der Klausurteilneh-
mer. Nachdem er damit fertig ist, sagt er (der fur sein phnomenales Gedchtnis be-
kannt ist! [Achtung: Satirel]): ,, Schade! Niemand hat heute, also am 6.2."99, Ge-
burtstag. Aber mir ist aufgefallen, dafd zwvei von Ihnen am selben Tag Geburtstag
feiern! So ein Zufall!

Hat er recht damit? Ist das wirklich so ein Zufall? (Konkretere Aufgabenstellung:
W eviele Personen braucht man, damit die Wahrscheinlichkeit, dal3 zwei von Ihnen
am selben Tag Geburtstag haben, mindestens 1/2 betrgt?)



Appendix B: Welhnachtsvorlesung

M agische Quadrate

Ein magisches Quadrat ist eine n x n-Matrix A, deren Eintrage die Zahlen von
1 bisn? sind und bei der alle Zeilen und Spaltensummen gleich sind. Folgendes
magische Quadrat ist als Durers magisches Quadrat bekannt geworden, daesim
Hintergrund des Bildes Melencolia 1 zu sehen ist.

10|11 | 8
12
15/14 | 1

| O] o1
(o))
\l

Wir wollen heute eine Methode vorstellen, mit der man magische Quadrate kon-
struieren kann.

L eonhard Eulers Problem mit 36 Offizieren

Leonhard Euler wurde 1707 in Basal geboren und arbeitete ab 1766 in Petersburg
zur Zeit von Katherina der Grof3en. Es wird erzahlt, dal3 Katherina ihm folgende
Aufgabe stellte:

Er solle 36 Offiziere aus 6 Regimentern mit in 6 verschiedenen Of-

120
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fiziersrangen, von jedem Regiment einer jeden Ranges, so auf einem
6 x 6-Schachbrett anordnen, daldin jeder Zeile und in jeder Spalte je
ein Offizier von jedem Regiment und von jedem Rang vorkomme.

Fur ein nx n Schachbrett konnen wir die Frageal so so verallgemeinern, dal3manin
einer nx n-Matrix Tupel die Tupel (i, ) miti,j =0, ...n—-1soanordnensoll, daf3in
jeder Spalte und Zeile in beiden Koordinaten alle Zahlen vorkommen. Dasich an
der Eigenschaft durch Permutation der Symboleund Spaltenvertauschungen nichts
andert, konnen wir annehmen, dal3ay; = (j —1,j —1) und &y = (i — 1, *) ist. Wir
nennen so eine Matrix ein orthogonales Paar |ateinischer Quadrate.

n=1,2

Furn = 1ist nichts zu tun. Sei aso a;; = (0, 0) und a;, = (1, 1).Fur ay; bleibt nun,
da die Oen vergeben sind, auch nur (1, 1). Also kann es keine solche Anordnung
geben.

n=3,4

Man findet z.B. durch Ausprobieren

00T 1L 22 0011|2233
12103 30|21

12 20| 01

511021 10 231320110
3120|1302

n=5

Probieren wird langsam etwas mihsam. Hier kommt ein Trick. Und zwar tragen
wir indieerste Koordinate* (i—1) +(j—1)” einund indiezweite“ 2+ (i—1) +j —1".
Wir miissen mit diesen Zahlen nur “richtig” rechnen. Bel Primzahlenist dasleicht,
es genuigt Modul o-Rechnung also

0+0,2*0+0

0+1,2*0+1

0+2,2*0+2

0+3,2*0+3

0+4,2*0+4

1+0,2*1+0

1+1,2*1+1

1+2,2*1+2

1+3,2%1+3

1+4,2*1+4

2+0,2*2+0

2+1,2%2+1

2+2,2*%2+2

2+3,2*2+3

2+4, 2 2+4

3+0,2*3+0

3+1,2*3+1

3+2,2*3+2

3+3,2*3+3

3+4,2*3+4

4+0,2*4+0

4+1,2%4+1

442, 2% 4+2

4+3,2*4+3

4+4, 2 4+4
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0011|2233 |44
12123344001
2413014102 13].
31(42|03|14|20
43/04110|21|32

Vielleicht erkennen Sie die Ahnlichkeit mit dem Fall n = 3. Dort haben wir ge-
nauso gerechnet. Wieist im Fallen = 4? Der Korper mit 4 Elementen hat etwas
eigenwillige Rechenregeln.

+/01 2 3 *101 2 3
0/01 2 3 00 00O
11 0 3 2 1101 2 3
212 301 2/0 2 31
3|3 210 310 31 2

Fassen wir zusammen. Wenn wir auf F := {0, 1,...,n -1} Addition und Multi-
plikation invertierbar (es gibt Subtraktion und Division) und vertraglich miteinan-
der definieren kdnnen, so nennen wir F mit dieser Definition einen Korper. Solche
Korper gibt es genau dann, wenn n = p™ eine Primzahl potenz ist.

Satz55.6 Sei F = {0,...,n—1} ein Korper mit n > 3 Elementenund a # b €
F\ {0}. Dann definiert der Eintrag a;j :=a*(i—1)+ (- 1).,b+x(i-1)+( - 1)
ein orthogonales Paar lateinischer Quadrate.

Beweis. Wir zeigen zunachst, dal3in jeder Zeile und Spaltein beiden Koordinaten
jedes Element ¢ vorkommt. Betrachten wir dazu zunachst die erste Zeile in Koor-
dinatei.

ax(i-1D+(-1) = c
(-1 = c-ax(i—-1).
Bel vorgegebener Spalte berechnen wir
ax(i-1)+(-1) = c
sax(i-1) = (c-(-1)
s (-1 = a'(c-(-1).
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Die zweite Koordinate berechnet man analog. Es bleibt zu zeigen, dal3 jedes Paar
genau einmal vorkommt. Betrachten wir also das Paar (c, d), so erhalten wir aus

@x(-D+(-D,bx(-1D+(-1) = (cd
(@a-b)(i-1 = c-d und
ax(i-1)+ab*(j-1 = ab’d, aso
(1-ab™)({-1) = (c—abd)

Daa #big, sind (a—b) und (1 - ab™) von Null verschieden und wir kdnnen i, j
berechnen als

(a-b)*c-d)  und
(1-ab?)(c-abd).

(i-1)
(-1

a

Haben wir zwei Paare orthogonaler |ateinischer Quadrate der Grofden n und m, so
konnen wir leicht ein orthogonales Quadrat der Grofie nm konstruieren.

Satz 5.5.7 Sind A und B orthogonal el ateinische Quadrate der Ordnungen m bzw.
n, soist A x B definiert durch

(A % Blinwjnu = (NA] + By, NAT + By

ein orthogonales Paar lateinischer Quadrate.

Beispie! 558 m=3,n=4

00| 11|22 | 33|44 | 55|66 | 77| 88 99 1010 | 1111

12 | 03| 30|21 |56 |47 |74 |65|910| 81 | 118 | 109

23132 |01|10 |67 | 76 | 45| 54 |1011 | 11,10 | 89 9,8

31120 13|02 | 75|64 |57 46 | 119 | 108 | 911 | 810

48 | 59 610|711 | 80 | 91 102 113 | 04 15 2,6 3,7

510411} 78 | 69 | 92 | 43 | 110|101 | 16 0,7 3,4 | 2,5

611|710 | 49 | 58 | 103|112 | 81 | 90 | 27 3,6 0,5 | 14

79 168 |511|410] 39 | 28 |11|010| 71 6,0 53 | 42

84 | 95 |106|11,7| 08 | 19 | 210|311 | 40 51 6,2 7,3

96 | 87 |114|105]110 011 | 38 | 29 | 52 4,3 7,0 | 61

107 116 | 85| 94 | 211|310| 09 | 18 | 63 7,2 0,5 50

1n5|104|113| 86 | 39 | 28 |11 |010| 71 6,0 53 4,2
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Die letzten beide Satze ergeben kombiniert:

Korollar 5.5.9 Istn # 2mod 4 so gibt esein Paar orthogonaler lateinischer Qua-
drate der Grof3e n.

Beweis. Wir fuhren Induktion tber die Anzahl der Primzahlen, die n teilen. Sel
also pein Primzahlen, dienteilt und p" die hochste Potenz, in der p in nvorkommt.
Nach Satz 5.5.6 gibt es ein Paar fur p'. Nunist m := qﬂ eine nattrliche Zahl mit
m % 2mod 4 und einem Primteiler weniger als n. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt esein Paar fur m also nach Satz 5.5.7 auch fur n. O

Frage: Wo ist in dem Beweis die Induktionsverankerung geblieben?

Wie steht es mit Eulers Problem, also n = 6? Herr Euler vermutete, dal? 2 und 6
schon schiefgehen und der Rest relativ einfachist, dal3n = 2mod 4 nicht geht. Fur
n =6 zitieren wir:

Surprisingly there is no such solution. Whether he was asked by Ca-
therine or not, Euler did consider the problem in 1779 and convinced
himself that it was impossible. Euler was capable of monumental cal-
culations, but it is not clear that he had really examined all the cases.
Thiswas systematically donein 1900 by G. Tarry. Today a computer
can do thiseasly.

J.H. vanLint & RM. Wlson “ A Course in Combinatorics’

Zum letzten Satz fallt mir nicht viel ein. Es mag sein, dal3 die Fallunterscheidun-
gen von einem Computer leicht ausgeixt werden konnen, der Programmierer aber
dennoch etwas Zeit und Intelligenz investieren mul3.
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Allerdings lag Herr Euler vollig schief. 2 und 6 sind, wie man inzwischen weil3,

die einzigen Ausnahmen. Die folgende Grafik zeigt n = 10.

M agische Quadrate

Eigentlich sind orthogonal e Paare | ateini scher Quadrate schon magisch, wennman
die Eintrage nur richtig liest, namlich als zweistellige Ziffern im n-aren System.

Offensichtlich hat dann jede Zeile und Spalte genau die Summe

n-1
(n+10> ).
i=0

Die Transformation zu der am Anfang gewiinschten Gestalt ist vollig einfach. Der
Eintrag (i, ) wird ersetzt durch ni +j + 1. Wir erhalten aso fur n = 5 das magische

Quadrat

1

13

19

25

8

14

20

21

2

15

16

22

3

9

17

23

I

10

11

24

12

18

Man hat so ein Konstruktionsverfahren, dasfur allen € N\ {2, 6} funktioniert.
Das heilt aber nicht, dal’3 es keinemagischen Quadrate der Grof3e 6 gabe. Schon
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Durers Quadrat hat einen anderen Typ alsdie hier vorgestellten und auch firn = 6
gibt es magische Quadrate.

3212914 1|2 |21
30131| 2|3 |22|23
12| 9 17|20 | 28| 25
101118 | 19| 26 | 27
13|16 | 36| 33
14115134 |35| 6 | 7

ol
(o]

Dieses hat wie auch schon Durers Beispiel den zusétzlichen Vortell, dal? die magi-
sche Summe auch auf der Hauptdiagonalen (bel Direr auch auf der Nebendiagona-
len) angenommen wird, was von manchem Spielverderber schon in der Definition
gefordert wird, bei unsim Fallen =5 aber nur zuféllig erreicht wurde.



Appendix C: Pathologisches Beispiel
ZU Satz 4.2.8

Zum Abschluf3wollen wir noch ein Beispiel angeben, daszeigt, dal3 esnicht selbst-
verstandlich ist, dal3 ein Punkt, der in allen Richtungen ein lokales Minimum ist,
auch insgesamt ein lokales Minimum ist. Um dies zu erreichen missen wir uns
allerding in einen unendlich dimensionalen Vektorraum begeben. Sei

V= {(al,az,...) ) Jail <oo}
i=1

der Vektorraum der absolut konvergenten Reihen. Dannist die Zweinorm gegeben

durch
I(aa, @0, )l = | > @< Ja] < oo
i=1 i=1

VVon den Axiomen einer Norm ist nur die Dreiecksungleichung nicht sofort klar.
Hierfur berechnen wir:

(J§;&2+J§;b?)z - ia%ib%z«i#)(gbf)

\/kozﬂkav iai2+ N bi2+2 (i &bj)
i=1 i=1 ij=1
oo 2
o]
i=1

2
M@=%—¢

Fur allek € N definieren wir

127
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Sei nunf : V — R definiert durch

f(@=> fi(a).

i=1

Mitaund > % }2 ist dann auch f (a) konvergent. Man tiberzeuge sich, dal3 f auch
Stetig ist.
Wir behaupten nun O ist ein relatives Minimum der Funktion f (td) fur jede Rich-
tung d = (dy, dy, . . .), aber kein relatives Minimum von f.

Sei also d vorgegeben.

f(0+td)

1
[
—
N
o
N
~—
i
o
R

i=1
fur |t| klein genug. Wegen f(0) = Oist 0 aso ein lokales Minimum von f (td).
Sei nun ¢ >0 vorgegebenund k > 2. Sei a= (0,0, ..., 2,0,...), wobei der Nicht-
nulleintrag an k-ter Stelleliegt. Danniist ||a|| < ¢, dsoa € U.(a) und

4 16

f(a)zg_g <O:f(0)

Alsoist O kein lokales Minimum von f.
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