Kapitel 5

Numerische Verfahren zur
Nichtlinearen Programmierung

Nachdem wir im letzten Kapitel etwas Theorie betrieben haben, wollen wir uns
nun den Algorithmen zuwenden. Die zentralen Stichwortein der Nichtlinearen Op-
timierung sind

 Suchrichtung und

o Schrittweite.

Im letzten Kapitel haben wir schon eine Charakterisierung von guten Suchrich-
tungen, namlich die Abstiegsrichtungen, kennengel ernt. Deswegen wollen wir uns
hier zunachst starker mit der Schrittweitensteuerung beschéftigen. Ist die Such-
richtung festgel egt, haben wir esmit einem Suchproblem der Funktion f (pp+ad) :
Ry — R zutun.

5.1 Dasallgemeine Suchverfahren

Sicherlich ist Uber eine Suche bei algemeinen Funktionenf : R — R, die uns
nur durch eine Unterroutine gegeben sind, keine allgemeine Aussage moglich. Bei
der Klassifizierung der Suchverfahren beschranken wir uns deshalb auf Funktio-
nen, die ein eindeutiges Minimum haben. Die folgenden Voraussetzungen garan-
tieren eine beweisbar richtige Suche. Die Suchverfahren oder eventuelle Modifi-
kationen kann aber auch anwenden, wenn die Voraussetzungen nicht im strengen
Sinne erfullt sind.
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Definition 5.1.1 Sai [a,b] € R einlintervall und f : [a,b] — R eine Funktion.
Dann heifdt f strikt unimodal auf [a,b], wenn f genau einlokales Minimumin [a, b]
hat.

Proposition 5.1.2 Sei [a,b] C R einIntervall undf : [a, b] — R eine Funktion.
Dannist f strikt unimodal genau dann, wenn fir a < x <y < bund A €]0, 1] stets
gilt:

FOX+ (1= A)y) <max{f(x),f(y)}.

Beweis. Bewels durch Kontraposition. Sei f : [x,y] — R eine Funktionund A €
10,1, p= Ax+ (1 - A\)y mit

f(p) > max{f(x),f(y)}.

Wir konnen also ein lokales Minimum z; # pvon f in[x, p] und ein lokales Mi-
nimum z, # pvonf in[p,y] wahlen. Daz und z von p verschieden sind, sind
sielokale Minimavon f. Somit ist f nicht strikt unimodal. Sei nun umgekehrt g :
[a,b] — R nicht strikt unimodal, und seien z; < z, lokale Minima. Wir dirfen oB-
dA. annehmen (Symmetrie!), da3 g(z;) < 9(z). Da z ein lokales Minimum von
gist,gibteseinl >¢e >0mitg(z +e(z —2)) > 9(z) = max{g(z), 9(z)}. Somit
ist g(ezs + (1 - £)22) ¥ max{g(z,), 9()}- O

Beispiel 5.1.3 (konvex quadratische Probleme) Sei Q € R™" eine quadrati-
sche, symmetrische, positiv definite Matrix, b, xo € R"undd € R"\ {0}. Dannist
die Funktionf : R — R definiert durch

f(0) = 5060-+1) Qo + td) + bl +td)
strikt unimodal auf R, genauer gilt fur s<tund A €]0, 1[:
f(As+ (1= At) < M (9) + (1 - Nf(t) < max{f(s),f(t)}.

Fur die Gultigkeit der ersten Ungleichungin der letzten Zeile sagen wir auch: Die
Funktion f ist strikt konvex.

Bewseis.

M (S) + (L - NF@R) - F(As+ (1 - \))

= 300+ 5700+ b0+ s ) + (1) (00 +10) Qo 1) + b + 1))

—% (0 +(As+(1-N)d) " Qo + (As+ (1= N)1)d)) +b (X0 + (As+ (1~ A)t)d)
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2
—% (A(o +sd) + (1= A) (%0 + td)) " Q((A(Xo + sd) + (1 - \)t)d)

(00 + Q00+ s ) + (1) (00 +10) Qo 1)

= 2A- ) (00 + )T Qo + ) — (o + 5) Qo +t)
— (%o + td) " Q(xo + sdl) + (%o + td) " Q(xo + td))
= %A(l—)\)(xo+Sd—Xo—td)TQ(Xo+Sd_Xo+td)

O

Bemerkung 5.1.4 Im allgemeinen heildt eine Funktionf : S — R konvex, wenn
Skonvex ist und
fFOX+ (1= A)y) < M)+ (2= Nf(y).

Diesist genau dannder Fall, wennfir der Epigraphder Funktionepi(f) := {(x,y) €
R™ | x € R"y > f(x)} eine konvexe Menge ist. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung kann man zeigen, dal3 eine Funktion, bel der die Hesse-
Matrix stets positiv definit bzw. positiv semidefinitist, strikt konvex bzw. konvex ist.

Bel strikt unimodalen Funktionen konnenwir bei der Auswertung der Funktion an
zwei Punkten X,y €]a, b feststellen, in welchem der beiden Intervalle [a, y] oder
[X, b] das globale Minimum der Funktion im Intervall [a, b] liegt.

Proposition 5.1.5 Sei f : [a, b] — R strikt unimodal und a < x <y < b. Dann gilt

a) f(X) > f(y) = minguf € [X, 0.

b) f(x) <f(y) = mingyf € [ay].

Beweis. Aus Symmetriegriinden brauchen wir nur eine der beiden Aussagen zu
zeigen. Sel also f(X) > f(y). Furz € [a, X[ s&i \, = i’/;_z €]0,1[. Dannist x =

AzZ+ (1 - Ay und, daf strikt unimodal ist, gilt f(x) < max{f(2),f(y)}. Wegen
f(x) > f(y) gilt somit fur allez € [a, x[: f(2) > f(X). 0
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Aus diesem Ergebnis konnen sie sich as ,Faustregel® merken: Minimieren kon-
vexer Funktionen Uber konvexen Mengen ist eine gutartige Aufgabenstellung.

Nach diesen Vorbereitungen sollte unser allgemeines Suchverfahren klar sein.

def findmn(f,a,x,b):
f x=f (x)
whil e (b-a)/(abs(b)+abs(a)) >= eps:
X, VY, fx, fy=choosepoi nt (f, a, x, b, fx)
if fx >= fy:
a=x
X=y
fx=fy
el se:
b=y
el se:
return (a+b)/2

Die hier angegeben Formulierung hat den Vorteil, dal3 die Funktion an jeder Stelle
hochstens einmal ausgewertet wird. Der Aufwand in der nichtlinearen Program-
mierung wird oft mit der Anzahl der Funktionsauswertungen angegeben. So kann
die Funktion etwa tiber eine Suchrichtung und eine mehrdimensionale komplizier-
tete Funktion gegeben sein.

5.2 Spezielle Suchverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir zwei spezielle Varianten (Implementierungen) des
allgemeinen Suchverfahrens diskutieren. Gutemal3 fir ein allgemeines Suchver-
fahren kann nur die Geschwindigkeit der Reduktion der Intervallange sein. Ein
natirlicher Gedanke ist es, binare Suche zu implementieren. Man tberlegt sich
leicht, dal3 hierbei in zwel Schritten die Intervallange halbiert wird. Bereits bel der
Analyse des Euklidischen Algorithmus hatten wir in den Ubungen gesehen, daf3
mit den Fibonacci-Zahlen eine bessere Abschatzung moglich ist.

Betrachten wir auch hier zwel aufeinanderfolgende Iterationen. Zunachst haben
wir a < X <y < b und entfernen entweder [a, X] oder [y, b]. Im darauffolgenden
Schritt wird ein zin [x, b] bzw. in [a, y] plaziert. Egal wie dies geschieht, es wird,
fallsim ersten Fall daslinke Teilstiick des Intervalls entfernt wird stets mindestens
[y, b] Ubrigbleiben bzw. im zweiten Fall mindestens [a, X]. Da man bei allgemei-
nen Funktionen im voraus nicht wissen kann, welche Stiicke entfernt werden, ha-
ben wir somit gezeigt, dald man in einem Schritt im ungunstigsten Fall nicht mehr
entfernen kann, als im nachsten Schritt Ubrigbleibt. Oder formaler
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Proposition 5.2.1 Sei Sein Suchverfahren und fur k € Z,

by — ax

. | a, bx nach k-ter Iteration bel strikt unimodalen f }

S = max{
dann gilt
S« S S.<+1 + S&+2-

Beweis. Wir haben eben gezeigt, dald (S — S«1)(b —a) < max{x—-a,b-y} und
S2(b—a) > max{x—a,b-y}. Also gilt § — Si1 < Scez- O

Die Konsequenz der letzten Proposition ist, daf3 sich mittels der Fibonaccizahlen
ein beweisbar bestes Suchverfahren konstruieren |afdt. Sei dazu Fy die k-te Fibo-
naccizahl, also Fo = F; = 1 und F+» = Fr + F,. Sel die Anzahl N der Iterationen
des Algorithmus vorgegeben. Fur k < N definieren wir im k-ten Schritt der Fibo-
naccisuche xy, yx wie folgt:

=
X ak+FNk (b — &)
N+2-k

Frnei-
Y ak+Fle(bk_ak)-
N+2-k

Im N-ten Schritt setzen wir

XN = yN —€E=XN-1—€ fa”SbN = yN—17

wobel ¢ die Maschinengenauigkeit ist.

Proposition 5.2.2 a) DieFibonaccisucheist eine Implementierung des allge-
meinen Suchverfahrens, d.h.

fallsar = X, SO ISt X1 = Yk, fallsay = ax, SOist Yier = X«

b) DieFibonaccisucheplaziert x undy symmetrischin[a, b], d.h. fur k < N gilt

Fn-
Xe= @ = b= Yie = = (b a).
N+2-k

I:N+2—k

(b-a) und bysy —ans = == (b-a) +e

Fn+1

c) Furk < Nistby—a =
I:N+1
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Bewels. Ist a1 = Xy, SO ist byys = b und wir haben ay,q = a, +

Frno1-
X1 = Skt FN - I((bk+1 - ak+1)
N+1-k
Fn-k FN-1-k < Fn-k
= &t by — a) + by — ax -
I:N+2—k( “ ) I:N+1—k “ I:N+2—k
Fnk, Fnoa Fn—« )
= at + 1- Ay — b
<FN+2—k I:N+1—k( I:N+2—k) ( k)

Fn-k

Fne2-k

Fne Fn-1-
Nk, Frn-i

Fneok ek

s
s

a + I:N+1—k

I:N+1—k I:N+2—k

) (- by

(ax — by) = Yk

I:N+2—k

78
F'i"j;fk (b — &) und
(b - ak))

Im zweiten Fall berechnet man analog yi+1 = X« oder folgert es aus der Symmetrie

(zweite Behauptung). Fur diese zweite Behauptung haben wir

Frei-
b=y = (bk_ak)_F: ;:z(bk_ak)
Fne1
= (-a)l-= )
N+2-k
Fn-
= (e-ad(z ) =% ac
N+2-k

Die letzte Behauptung zeigen wir mittels vollstandiger Induktion. Die Veranke-
rung besagt b—a = b—aist also sicher wahr. Wegen der eben gezeigten Symmetrie

gilt nun
b1~ = b= X
Fu-
= be-ac = (b a)
N+2-k
Fn-
= b-a)l-g )
Frsi-
= FN+1 “(bx — a)
N+2-k
V. ek Fneo
= b-a
I:N+2—k I:N+1 ( )
I:N+1—k
= b-a).
Fns1 ( )

Schliefdichist bN+1 —an+l — %(bN _aN) +e= erﬂ(b_a) +e.
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Satz 5.2.3 Sei Swiein Proposition 5.2.1. Dann gilt:
1

I:N+l

S NP

Also kann kein Suchverfahren bei fest vorgewahlter Schrittzahl eine starkere Re-
duktion des Suchintervalls garantieren.

Beweis. Offensichtlich ist §y-1 < 2S. Also haben wir furk = 1,2 : Sk <
FrSy- Wir beweisen nun per Induktion, dald diese Aussagefur k < N+1 gilt. Nach
Proposition 5.2.1 habenwirfirk € 3,... N+1

V.
Sk < 1)) T Swra-r) < FraaS t FeSe = RS

Die Behauptung folgt nunaus & = 1. O
Die Fibonacci-Suche hat zwei Nachteile:

a) man muf3im Voraus wissen, wievid Iterationen man machen will, bzw. wie
klein das Suchintervall werden soll. Im allgemeinen wird man jedoch auch
die Funktionswerte miteinbeziehen.

b) man muli3 eine Tabelle der Fibonaccizahlen bereitstellen. Diese sind entwe-
der in Gleitkommadarstellung nur angenahert oder man muf3 Langzahlarith-
metik verwenden.

Statt dessen betrachtet man direkt das Verhalten des Quotienten benachbarter Fibonacci-
Zahlen (vgl. Ubung 3.Serie):

2
(2)-(#) ()
_ 2 2 1+/5
= N a
1 (1+\/§>
nsoo 1+/5
5 .

Die Zahl X5 ist auch al's Goldener Schnitt bekannt.
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Goldener Schnitt Gesetz zur K onstruktion harmonischer Proportionen.
Beim G.S. verhalt sich daslangere Teilstiick einer Strecke zum kirze-
ren Tellstiick wiedaslangere Teilstiick zur gesamten Strecke. Am haufig-
sten kommen die Verhaltniszahlen 3:5, 5:8, 8:13 und 13:21 zur An-
wendung. Beim typografischen Gestalten 1&3t sich der G.S. auf das
Verhaltnis von Abstanden, Schriftgrofien, Seitenproportionen etc. an-
wenden.

Quelle: Kleines Glossar Typographieund Layout im Desktop-Publishing,
Zusammengestellt von Jurgen F. Schopp Universitat Tampere, Finn-
land.

Im Grenzwert wird al so aus der Fibonacci-Suche die Goldener-Schnitt-Suche. Wir
plazieren x so, dal3 x, y symmetrischin[a, b] liegen und a, x, y ein Goldener Schnitt
ist. Setzenwir also l; = x—a,l, = y — a, so haben wir aus Symmetriegrinden
I, +1, = b—a. Damit wir einen Goldenen Schnitt erhalten, miissen x, y so gewahlt
werden, dal3

I o =1
-2 1 (5.1)
P I

Danunly =b-a-I,ist, erhaten wir hieraus.

2+ (b-a)l,— (b-a)?=0. (5.2)

Diese quadratische Gleichung hat genau eine positive Nullstelle, namlich

-1
Vool ay= (1“/5) (b-a).

2 2

Alsowird y an dieser Stelle plaziert und auch a, y, bist ein Goldener Schnitt.
Wegen 1- Y5 = 35 erhalten wir al's Vorschrift fir die Goldener Schnitt-Suche.

3-5

X = at 2\/_(bk_ak)
5-1

Yo = ak+\/_2 (b — ).

In Pseudocode erhalten wir:
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| eftfak=(3-sqrt(5))/2
rightfak=(sqrt(5)-1)/2

def choosepoint (f,a, x, b, fx):
if b-x <= x-a:
return a+leftfak*(b-a), x,f(a+l eftfak*(b-a)),fx
el se:
return x,a+rightfak*(b-a),fx,f(a+trightfak*(b-a))

def findmn(f,a,x,b):
f x=f (x)
whil e (b-a)/(abs(b)+abs(a)) >= eps:
X, Y, fx, fy=choosepoi nt (f, a, x, b, fx)
if fx >= fy:
a=x
X=y
fx=fy
el se:
b=y
el se:
return (a+b)/2

Bemerkung 5.2.4 Wir haben hier nur Verfahren angesprochen, welche die Ste-
tigkeit der Funktion ausnutzen. Es gibt einige Veerfahren, welche Differenzerbar-
keitsinformation ausnutzen, also etwa lineare oder quadratische Annaherung, auf
diewir hier aber nicht naher eingehen wollen. Allerdings kann man die eindimen-
sionale Variante des Newton-\erfahrens, das wir im Ulbernachsten Abschnitt dis-
kutieren als Beispiel heranziehen.

5.3 Koordinatensuche, Methodedessteilsten Abstiegs

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage geeigneter Suchrichtungen zuwen-
den. Dabei wollenwir in unseren Untersuchungen Nebenbedingungen vernachl assi-
gen. Die hier vorgestellten Algorithmen sind allerdings eher ,prinzipiell“ zu ver-
stehen und haben sichin der Praxis als nicht besonders effizient erwiesen. Wir wer-
den auf diese Problematik spéater noch etwas naher eingehen.

Alle Verfahren benutzen line search als Unterroutine. Bei unseren theoretischen
Uberlegungen in diesem Abschnitt wollen wir von der idealisierten Vorstellung
ausgehen, dal’ der line search stets das Minimum findet.

Das simpelste Verfahren ist die sogenannte Koordinatenabstiegsmethode:
Sei x € R" gegeben. Wir fixieren alle Koordinaten bis auf diei-te und [dsen
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minf(Xy, Xo, ..., Xi—1, Xi, Xi+1, - - - , Xn)-
X €R

Ist x* die optimale Losung dieses Subproblems, so setzen wir X = x*, wahlen eine
andere Koordinate und fahren fort. Wir erhalten also folgenden Algorithmus (hier
enden leider unsere M oglichkeiten, mit python ,,ausfuhrbaren Pseudocode’ zu er-
zeugen):

while ||x — x_old|| > e:
foriin[n]:
x_old[i]=x]i]
A =argmin,f(x+ Ag) #l6se mitline search
X=X+ \g

Dadie Auswahl der Koordinaten zyklisch erfol gt, nennt man obige M ethode zykli-
sches Abstiegsverfahren. Werden die Koordinatenin der Rethenfolge 1,2, ..., n—
1nn-1...,21 2, ...abgearbeitet, sotragt das Verfahren den Namen ,Aitken
double sweep method’ . Nutzt man zusatzlich Differenzierbarkeitsinfomation aus
und wahlt stets die Koordinate mit dem grofdten Absolutwert im Gradienten, so
erhalten wir das Gaul3-Southwel l-Verfahren.

Die dargestellten Verfahren scheinen sinnvoll. Konvergenz gegen ,,etwas Sinnvol-
les* kann man jedoch nur garantieren, wenn f differenzierbar ist. Betrachten wir
zun&chst ein Beispid.

Beispiel 5.3.1 Sai diestetige (!) Funktionf : R? — R wie folgt definiert:

F(x.y) = (x+y-5)2+(x-y-2)2 falls x<y
V)= (X+y-52+(x-y+2)?2 fals x>y.

Wir fulhren eine Koordinatensuche beginnendin (0, 0) durch. Suchenwir inx-Rich-
tung stellenwir zunachst fest, dal’ das Minimumin positive Richtung x-Richtung zu
suchenist. Also milssen wir zunachst die Funktion (X—5)%+(x+2)? minimieren. Aus
Symmetriegrinden oder mittels nachrechnen findet man das Minimumin x = 1.5.
In y Richtung minimieren wir also nun die Funktion (y — 3.5)% + (-y + 3.5) fur
y < 1.5und (y-3.5)?+(-y—-0.5)2 fur y > 1.5. Diese Funktion hat ihr Minimumin
y = 1.5. Wieder in x-Richtung betrachten wir nun die Funktion (x—3.5)?+(x—3.5)?
fur x < 1.5und (x — 3.5)2 + (x + 0.5)? fiIr x > 1.5. Dieseist minimal inx = 1.5.
Iny-Richtung (y — 3.5)% + (-y — 0.5)? fir 1.5 < y und (y — 3.5)? + (-y + 3.5)2 firr
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1.5 > y erhalten wir die gleiche Funktion. Die Koordinatensuche terminiert also
mit demWert 4 + 4 = 8, das Minimum liegt aber in (2.5, 2.5) mit dem Wert 4.

Ist hingegen f differenzierbar, so konnen wir zeigen:

Satz5.3.2 Istf : R" — R stetig differenzierbar und ist (X)icn €ne Folge, die
von einem Koordinatensuchverfahren erzeugt wird, so konvergiert jede konvergen-
te Teilfolge von (X, )jen gegen ein x* mit V(x*) = 0.

Beweis. Angenommen Vf(x*) # 0. Sei dann (¥;)icn €in Teilfolge von (X, )jen, bel
der stetsin Richtung e, mit Vf(x*);, #Z 0 gesucht wird. Eine solche Teilfolge gibt
es offensichtlich in alen drei Varianten des Algorithmus. Da —f (x* - tg,)'(0) =
f(x* +1te,)(0) = VI(x*), Z Oist, gibt esein o 7 O mit f(x* + tg,) < f(x*) fur
dlet €]0,a] bzw.t € [«a,0[. Daf stetig ist, gibt esein ¢ mit f(x) < f(x*) fur
dlex € U.(x* + ag,). Sei nuny; ein Folgenelement mity, € U.(x*). Dann ist
yj + g, € U (Xx* + ag,) und somit f(y, + ag,) < f(x*) aso gilt auch fir den
Nachfolger X vony; inder Folgef (X) < f(x*). Dieswiderspricht aber der Tatsache,
daf’ (f (x;))ien monoton fallend ist und gegen f(x*) konvergiert. O

K oordinatenabsti egsvefahren haben sich in der Praxis nur in ganz wenigen Spezi-
afallen (z.B. Probleme mit Rechtecknebenbedingungen) bewahrt, i.a. ist ihr Kon-
vergenzverhalten schlecht, so daf3 sel bst Probleme mit geringer Variablenzahl kaum
gel st werden konnen. Es scheint, dal3 die einzige einigermal3en erfolgreiche Va-
riante die Methode von Rosenbrock ist, bei der in jeder Iteration ein neues,,Koor-
dinatensystem gewahlt wird.

Als nachstes wollen wir in Richtung des Gradienten suchen.

M ethode des steilsten Abstiegs:
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while || VI(X)| > e:
A =argmin,f(x—AVf(x)) #10semit line search
X =X= AVI(X).

Auch hier weisen wir die Konvergenz nach:

Satz5.3.3 Sai f 1 R" — R stetig differenzierbar und sei (X)icn € ne konvergente
Teilfolge einer von der Methode des steil sten Abstiegs er zeugten Punktfolge. Dann
konvergiert (X)) gegen einen stationaren Punkt x*, d.h. Vf(x*) = 0.

Beweis. Angenommen Vi (x*) # 0. Da-Vf(x*) dann eine Abstiegsrichtung ist,
gibt esein a mit f(x—a VT (x*)) <f(x*). Daf stetigist, gibteseine > 0mit f(x) <
f(x*) furalex € U.(x-aVTf(x*). Daf stetigdifferenzierbarist, giltlim,_, ., Vf(xy) =
Vi(x*). DaauRerdem x, — x* geht, konnen wir Ny so wahlen, daid
“| <« € . €
X = X7 < > und ||V (xy,) = VE(X)]| < 2al’
Dann ist aber

%y = aVE(xn) — (X = a V(X))

%0 = X" = (VT (xy) — a V(X))

< =X+ laVE() - a V)]
= =X+ e [[VE ) = VEC))]
- |Q|L =¢
2 2«
und der Widerspruch folgt wie eben. O

Obwonhl dieses Verfahren lokal die,beste* Richtung benutzt ist sein Konvergenz-
verhalten eher maig. Eine Analyse der Konvergenzrate ist etwas aufwendiger.
Wir verweisen auf Luenberger S. 149-154 und zitieren:

Satz5.34 Seif @ R" — Rzweimal stetig differenzierbar und x* ein relatives Mi-
nimum von f. Sei ferner die Hessematrix V2f (x*) positiv definit mit groRtem Ei-
genwert \; > 0 und kKleinstem Eigenwert A\, > 0. Ist dann (X)icy €ne von dem
Gradientenabstiegsverfahren er zeugte, gegen x* konvergente Folge, dann konver-
giert die Folge der Zielfunktionswerte (f (X)) linear gegen f (x*) mit einer Kon-

- )\1_)\n
vergenzrate von hochstens (—AMH).

Bemerkung 5.3.5 Die Gradienten aufeinanderfolgender Iterationspunkte stehen
senkrecht aufeinander, d.h. es gilt stets:

Vi (X)VE (¥ = 0.
Beweis. 0 = f (X + tVF(%))'(\) = VF(X)VF ()T 0
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Bemerkung 5.3.6 Bei der Benutzung von Ableitungen in numerischen Algorith-
men nahert man diese Ublicherweise nur an, d.h. der Gradient Vf (x*) wird etwa
angenahert durch den Ausdruck

%(f (X" +her) = F(x), ..., F(x* +hey) —f(x)).

5.4 Newtonverfahren

Der Hauptvorteil des Newtonverfahrens ist, dal3 das lokale Konvergenzverhalten
deutlich besser als beim line search ist.

Vidleicht kennen Sie das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle einer

Funktion noch aus der Schul€e: X = X¢ — ff,((’;kk)). Hierbei wird iterativ die Funktion
lokal durch eine lineare Funktion angenahert.

x\X\4 X

Relaxieren wir nun die Suche nach einem lokalen Minimum zu der Suche nach
elnem stationaren Punkt, so erhalten wir die Vorschrift:

f'(xd)
f//(xk) :
Hier wird also die Funktion f lokal durch die quadratische Funktion q(x) = f (x) +

/(%) (X — %) + %f”(xk)(x - %)? approximiert und fir den nachsten Iterationspunkt
deren eindeutiger stationarer Punkt berechnet.

Xq Xg

Xer1 = Xi —

In dieser Form und Interpretation konnen wir das Newton-Verfahren direkt auf die
Situation einer Funktion f : R" — R Ubertragen. Wir erhaten dann folgendes
Verfahren:

while || x —x_old|| > ¢:
x_old = x

x=x- (V2(x) " Vf(x)"
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Im allgemeinen konnen bei dieser Vorgehensweise schon bei der Bestimmung ei-
ner Nullstelle im Eindimensionalen Schwierigkeiten auftreten, namlich, dal3 die
Ableitung Null wird, weil man sich einem stationaren Punkt nahert. Im allgemei-
nen kdnnen folgende Probleme auftreten

a) Im Laufe des Verfahrens kann die Hesse-Matrix singul@r oder schlecht kon-
ditioniert werden.

b) Eskann passieren, dal3 f (x1) > f (X) ist.

c) DieFolge der generierten Punkte kann gegen einen Sattel punkt konvergie-
ren.

Wir werden nun aber nachweisen, dal3lokal das Konvergenzverhalten sehr gut ist.

Satz5.4.1 Sei f : R" — R z2weimal stetig differenzierbar, sei VI (x*) = 0, V2f (x*)
reguldr und x; ein Sartpunkt, so daf3 es d;, o, gibt mit 6,0, < 1 und fur alle x mit
X =x*[| < []xa =x*] gilt:

a) | (VH(X) |2 < a1,

IV (x) = V() = V2 () (x = x|

) Tx=x]

< 9.

Dann konvergiert das Newtonverfahren gegen x*.

Beweis.

% = (V2 (%) ™ VF(x) =X
106 = %) = (V2 () ™ (VF (%) = VE)) |
1 (V2(6)) ™ (V<) = V() — (V2F(6)) (¢ = %) |

1 (V2F069) 1] (VFOC) = V() = (V2 (%) (<" = %) |
0202X" = X[ < [|X" = ][

e =]

VANVAN

Wir sagen, die Methode ist kontraktiv. Also bildet (||x* = X«||)ken €€ streng mo-
noton fallende nichtnegative Folge, die somit konvergieren mul3. Falls diese Folge
gegen Null konvergiert, sind wir fertig. Angenommen also die Folge konvergierte
gegen einen Wert > 0. Dadie Werte der X, betraglich beschrankt sind, konnen wir
einekonvergente Teilfolge (X )ieny Wahlen, konvergierediesegegeny;. Dadie Ab-

bildung x i x— (V2 (x)) ™ Vf(x) mit Vf und V2 stetigist, konvergiert die Folge
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(o = X6~ (V2 (%)) ™ VT ()i gegenys = ya=(V2F (1))~ Vi (y)). Alsoisty,
ein anderer Haufungspunkt des Algorithmus. Somit gilt auch ||x* —y4|| = [|x* —Y2|.
Andererseits folgt mit der gleichen Rechnung wie eben: ||x* —yi|| < ||X* —Ya|[. Wi-
derspruch. O

Da das Newton-Verfahren aus einer quadratischen Annaherung an die Funktion
abgeleitet ist, erwarten wir lokal quadratische Konvergenz:

Satz5.4.2 Seif : R" — Rviermal stetig differenzierbar, x* ein Punkt mit Vf (x*) =
0 und V2f (x*) regular. Sei (X)ken €ine vom Newton-\erfahren erzeugte, gegen x*
konvergente Folge, also X1 = N(X) := X«—(V?f (x*)) 2V (x*) . Dann konvergiert
die Folge quadratisch.

Beweis. Die Funktion N(x) ist als Verkniupfung zweimal stetig differenzierbarer
Funktionen zweimal stetig differenzierbar. Wir berechnen den Eintrag (IN(X));; der
Jacobischen. Dafur bezeichnen wir die ik-te Komponentenfunktionen der Matrix

G(X) = (V2 (%)) ™" mit Gi(x). Dann ist
g (Xi - Z Gik(X)ﬁ(X)>

-3 T o 9 kgl;e.k(x)a 50

kl

IN(X));i

i — 8—)(j(Gi.)(X)Vf X" =GV (x);)

0
_a_Xj(Gi.)(X)Vf ™

wobel
o [Lfdisi=]
"1 Oosonst

Danach Annahme VT (x*) = 0ist, gilt insbesondere IN(x*) = O und wir erhalten
X =X = [N(X%) = N(X)|
1 " *
< JINGE) 0= X)| + S IR =P

Hierbel nutzen wir den Satz von Taylor und den Mittelwertsatz, also ist x ein Punkt
auf der Verbindungslinie von x, nach x*. Wir bitten die etwas laxe Schreibweise
zu entschuldigen. Z.B. ist N”(x) ein Gebilde, bel dem bel der ,,Multiplikation* mit
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zwei Vektoren einen Vektor erhalt. Man mache sich die Situation im Eindimensio-
nalen klar.

Wir erhalten also mit einer Abschatzung c des Terms % N”(X)| in der Néhe von x*
nach oben:
X1 = X < X = X2,

O

Leider konvergiert dieses Verfahren nicht unbedingt. Man kann es auf verschiede-
ne Arten modifizieren, um K onvergenz zu erzwingen. Wir wollen hier eine Moglich-
keit darstellen.

Dazu betrachten wir allgemein Verfahren, bei denen die Iterationsvorschrift durch

Xier1 = X — kM VT (%) T

mit einem Suchparameter oy und einer positiv definiten Matrix My gegeben ist.
Dannist in erster Naherung (bel der Entwicklung in erster Naherung bleiben qua-
dratische und hohere Terme ,,Ubrig"*)

f (%) + V(%) Xer1 = %) + O X1 = X/ ?)
f (%) — VT ()M VF (%) " + O(cf).

f(X1)

Nahebei Null dominiert der in oy lineare Term, also garantiert die positive Definit-
heit von My, daR M, \Vf (%) " eine Abstiegsrichtungist. Fiir M, = | erhalten wir das
steilste Abstiegsverfahren. Genauso wie dort kann man auch globale Konvergenz
nachweisen. Nahe bel einem lokalen Minimum mit positiv definiter Hessematrix
erhalten wir ein parametrisiertes Newtonverfahren.

Nunist die Hessematrix bei zweimal stetig differenzierbaren Funktionen stetssym-
metrisch, also gibt es nach Satz 2.4.3 eine orthogonale Matrix Q und eine Diago-
nalmatrix D mit V2f (x) = Q" DQ, wobei auf der Diagonale von D die Eigenwerte
von V2f(x,) stehen. Die Diagonaleintrage d;; ersetzt man nun durch max{d, d;; },
wobei 6 > 0 ein Steuerungsparameter ist. Nahe bei dem lokalen Minimum sind
die Eigenwerte alle > ¢ und die Methode wird zum Newtonverfahren.

5.5 Verfahren der konjugierten Richtungen

Der Ansatz der konjugierten Richtungen ist ein weiterer Versuch, die Vorteile des
steilsten Abstiegsverfahrens (global e Konvergenz) mit denen des Newton-Verfah-
rens (Ausnutzung von Information zweiter Ordnung) zu verknipfen. Die Ideen
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und Eigenschaften |assen sich besser am Spezialfall eines quadrati schen Programms
studieren. Wir betrachten also zunachst folgendes Problem:

Sel Q € R™"einequadratische, symmetrische, positiv definiteMatrix undb € R".
Wir betrachten das Minimierungsproblem

ming(x) = %XTQX +b'x.

Eine Moglichkeit dies Problem zu |dsen, ware die notwendigen Bedingungen zu
betrachten und
VgX)' =Qx-b=0 (5.3

zu l6sen. Wir wollten aber naher an einer Richtungssuche bleiben und das aufwen-
digeInvertieren der Matrix umgehen. Nach einem line search hat man die Optimie-
rungsaufgabe optimal auf einem 1-dimensionalen affinen Tellraum des Losungs-
raumes bewaltigt. Wir werden nuniterativ Suchrichtungen konstruieren, so dal3die
Dimension des Teilraumes, auf dem das Problem optimal gelOst ist, stets um eins
wachst. Dafir definieren wir zunachst.

Definition 5.5.1 Sei Q € R™" eine quadratische, symmetrische Matrix. Dann
heil3en zwel Vektoren d;, d, € R" Q-orthogonal, Q-konjugiert oder auch kurz kon-
jugiert, wenn d Qd, = 0 gilt. Eine endliche Menge von Vektoren dy, . . ., d¢ € R"
heil3t Q-orthogonal, wenn sie paarweise konjugiert sind.

Bildend,, ..., d, ene Orthonormalbasis von Eigenvektoren einer symmetrischen
Matrix, so sind sie Q-orthogonal und orthogonal im euklidischen Sinne. Im all-
gemeinen fallen die Begriffe nicht zusammen. Fir den positiv definiten Fall gilt
dlerdings:

Proposition 5.5.2 Sai Q € R™" eine quadratische, symmetrische, positiv definite
Matrix und dy, ..., d € R"\ {0} Q-orthogonal. Dann sind diese \ektoren linear
unabhangig.

Beweis. Sei Y, ot = 0. Dannist auch 0= d' Q0 = 3, id Qdi = o0 Q.
DaQ positiv definit ist schliefen wir, dal3 oy = 0flrj =1,... kgelten mu3. O
Haben wir also in unserer Aufgabenstellung der quadratischen Optimierung kon-
jugierte Richtungen dy, . . ., d, gegeben, so ist die Optimalldsung x* eine Linear-
kombination dieser Vektoren:

n
X' = Z Ozidi.
i=1
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Ausdieser Gleichung konnenwir unter Berticksi chtigung von Gleichung (5.3) her-
leiten:

d'Qx* _ d'b
= = . 4
YT dTQd  dTQd (549
Somit konnen wir x* durch Skalar- und Matrixprodukte ausrechnen:
n T «
=3 G (55)

Wir kdnnen diese Linearkombination alerdingserst berechnen, wennwir einekon-
jugierte Basis haben. Dann ist es dlerdings leicht, auf von einer Teilmenge der d
aufgespannten Unterraum das quadrati sche Problem zu 6sen.

Satz 5.5.3 Seien Q, b wieeben, dy, .. ., d, Q-orthogonal und X, € R". Bezeichne
Bi denvond,, ..., d; an X, aufgespannten affinen Unterraum

i
Bii={x+Y Ngj|NeR}={yeR"|d/(y-%)=0k=i+1,...,n}
j=1

Sgennunxy, . .., X, definiert durch

%1 Qd —bTdy
d, Qdk

Dann ist x, die Optimalldsung des Problems

X 1= X1 Ol (5.6)

1
min=x'Qx-b'x.
XEBy

Insbesondere |6st x,, das volle quadratische Problem.

Beweis. Wir zeigen dies mittelsvollstandiger Induktion. Fir k = Qist die Behaup-
tung offensichtlich richtig. Sei also k > 0. Da die Nebenbedingungen hier linear
sind, sind die Kuhn-Tucker Bedingungen aquivalent dazu, dal3 Vg(x,) = Qx«—b
senkrecht auf dy, . . ., d¢ steht. Nun ist aber

! Qd, — bd«
X! Qdi — b dl = X, Qcl - %dl Qh-bd =0  (57)
k
und for j <k.
.
_,Qdy — bd
X Qd—b'dy = x,Qd - %d[ Qd; - bd,
= Xij—lej — b
= Voe1)d ¥ 0.
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Ein groRer Nachteil der bisherigen Uberlegungenist, dal sie stetsdavon ausgehen,
dai3 eine konjugierte Basis bekannt ist. Im folgenden werden wir diese dynamisch
erzeugen.

Methode der konjugierten Gradienten Sel X € R"und d; = —go = b — Qxo.
Iterativ berechnen wir

_ _ Or-10k d (5.9)
Xe = X1 d; Qd k .
o = Q«-b (5.9)
_ 0 Qdi
O = —Oc+ mdk- (5.10)
Wenn wir nun nachweisen, dal3d,, . . ., d, Q-konjugiert sind, so erfillt das Verfah-

ren offensichtlich die Voraussetzungen von Satz 5.5.3. Dieswird mit dem folgen-
den Satz getan:

Satz 5.5.4 Diein (5.8, 5.9, 5.10) defnierte Methode der konjugierten Gradienten
erfullt die Voraussetzungen von Satz 5.5.3. Insbesondere gilt, falls das Verfahren
nicht in x, terminiert, dafd

a) lin({907 Oy, .-, gk—l}) = Iin({907 Qg07 Q2907 R QKQO});

b) lin({d07 d17 SRR dk}) = Iin({907 Qg07 Q2907 RS QKQO});

c) d/Qd; =0furi <Kk,

B Ok10k _ G1Ok-1

9 d/Qd, ~ d Qd’

ofQdk _ ook
e ¢ == .
d, Qdk 0y 10k

Beweis. Wir zeigen zunachst die ersten drei Behauptungen mittels vollstandiger
Induktion, wobei die Verankerung klar ist. Sei dlsok > 0. Dannistgx = Qxx—b =

Ok-1— jﬁ-—g’dkadk. Nach Induktionsvoraussetzung sind
k

Ok-1, Qdk € 1in({go, Qgo, Q°To, - - ., Q“Go}),

somit gilt diesauch fur gx. Andererseitsist gc ¢ 1in ({go, Qdo, Q%o - - - , QLgo) =
lin(dy, ..., dy), daansonsten das Minimum der Zielfunktion innerhalb By liegen
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wirde und somit nach Induktionsvoraussetzung fur die Konjugiertheit der Rich-
tungen in x, angenommen wirde. Somit ware dann gg+1 = 0 und der Algorithmus
terminiert in x, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die zweite Behauptung folgt
nun sofort aus der Formel (5.10) und der ersten.

Nun ist d,,,Qd; = —g, Qd; + ngngdTQd Fir i = k evaluiert man den Ausdruck
zu Null, furi <k sind beide Summanden Null, der zweite nach Induktionsvoraus-
setzung und der erste, weil Qd; € lin(dy, ..., di;) und gx senkrecht auf diesem

Raum steht (wegen Satz 5.5.3).
Schlieldich berechnen wir

ngQ k

d; Qd =21 O,

~O1 0k = Qg Qs +
wobei der zweite Summand Null ist, da g«-; senkrecht auf By, steht. Aus (5.9)
schlief3en wir
d Qd

010k

Qdy = - (O = Ok-2)- (5.11)

o
Wegen a), b) und Satz 5.5.3 ist g,_; 0k = 0 und somit g, Qdy = gTnggk O O
Zum Abschlul? der Vorlesung wollen wir zwel mogliche Erweiterungen auf nicht-
quadratische Probleme diskutieren. Eine naheliegendeist die Methode der quadra-
tischen Approximation, bei der wir stetsdie Matrix Q durch diemomentan aktuelle
Hessematrix ersetzen.

Wir betrachten also nun wieder ein nichtlineares Optimierungsproblem

minf (x).

Quadratische Approximation Sei X € R" und d; = —go = VT (X0).

While Abbruchbedingung noch nicht erfillt
Fori=1,...,n:
_ _ Ok-10k
TR TR (x4 0)
Ok = V(%)
if kZn:

dk

ng V2f (X1 )

TQa

Oge1 = =0k +

Xo = Xn.
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Der Vorteil dieser Methodeist, dal3 man keinen expliziten line search durchfiihren
muf3. Dennoch hat dieser Ansatz zwei gravierende Nachteile. Zum einen ist die
standige Neuberechnung der Hessematrix sehr aufwendig, zumanderenist dieMe-
thode in dieser Form im algemeinen nicht globa konvergent.

Der folgende Ansatz von Fletcher und Reeves beriicksichtigt diese Nachteile, in-
dem er einerseitsin jedem Schritt einen line search durchfuhrt und andererseitsdie
Hessematrix durch die Identitéat abschatzt.

M ethode nach Fletcher-Reeves Sel xg € R" und d; = —gop = VT (Xo).

While Abbruchbedingung noch nicht erfillt

Fori=1...,n:

ag = argminf (X1 + axdy) # 10se mit line search
Xic = X1 + ol
Ok = VI (X
if k=n:

Ok Ok

d+ :_g + d

k+1 k ga—_lgk—l k
else:

Xo = Xn.

Die globale Konvergenz dieses Verfahrens wird dadurch sichergestellt, dal3 einer-
seitsder Wert der Zielfunktion nie steigt, daein line search durchgefiihrt wird, und
andererseits alle n Schritte ein Gradientenabstiegsschritt durchgefuihrt wird. Dies
ist ein Beispiel fur einen Spacer Step. Ganz allgemein kann man in Abstiegsver-
fahren durch ,,Untermischert* von unendlich vielen Schritten eines global konver-
genten Algorithmus globale Konvergenz erzwingen. Genauer gilt:

Satz 5.5.5 (Spacer Step Theorem) Sei Aeinestetige Funktionund sei X1 = A(X¢)
die Iterationsvorschrift eines auf der Menge X C R" global gegen ein Elemente

der MengeT (z.B. die Mengeder stationaren Punkte) konvergenten Verfahrensund

f eine stetige Funktion mit

f(AM)) <f(x) furallex e X\ T (5.12)

und
f(AMX)) < f(x) fur allex e T. (5.13)

Sai nun (Yn)nen €ne Folge, K C N eine unendliche Indexmenge mit Y1 = A(Yn)
fallsn € I und f(yn.1) < f(y,) fur allen € N. Dann konvergiert jede konvergente
Teilfolge von (Yi)kex, gegen ein Element in T
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Beweis. Sei (z)icn €n solche Folgeund limi_iny z = X*. Da A stetig ist, konver-
giert die Folge (A(z))ien gegen A(x*). Wegen (5.12) und (5.13) konvergiert f(y;,)
gegen f(x*) = f(A(X*)). Letzteresimpliziert aber wegen (5.12) x* € T'. O

Ende der Vorlesung



