Kapitel 4
Nichtlineare Optimierung

Wir wollen nun etwas allgemeinere Optimierungsprobleme betrachten. Das alge-
meine Problem lautete

minf(x).

XES

Bel einer linearen Zielfunktion ist diese Fragestellung nur sinnvoll, wenn der Be-
reich S beschrankt ist, bel nicht-linearen Zielfunktionen ist oft schon die unbe-
schrankte Optimierungsaufgabe mit S= R" schwer.

Abbildung 4.1: Lineare Funktion gegen x* + y* — 5x2 — 4y? + 5x+ 2y — 1.5

Bel der Minimierung nicht-linearen Funktionen spielt die folgende einfache Stra-
tegie eine zentrale Rolle. Ausgehend von einem Punkt x; suche eine Abstiegsrich-
tung und gehe in dieser Richtung bestmoglich zu x;.;. Iteriere bis es keine Ab-
stiegsrichtung mehr gibt. Im allgemeinen findet man so kein globales Minimum,
sondern nur lokale (oder auch relative) Minima. Aber auch die Theorie macht oft-
mals nur Aussagen Uber lokale Minima.

56
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Definition 4.0.3 Sei SC R",f : S— Rund x* € S Dann heil% x* ein lokales
Minimumvon f Uber S(oder auch relatives Minimum), wenn esein € > 0 gibt mit
Vx € SN U (X*) : f(x) > f(x*). Gilt sogar Vx € SN U_(x*) : f(x) > f(x*), soist x*
ein striktes |okales Minimum.

Fallsvx € S: f(x) > f(x*), so heil3t x* ein globales Minimum und analog zum
\origen sprechen wir von einemstrikten globalen Minimumfallsdieletzte Unglei-
chung stets strikt ist.

4.1 Wiederholung aus der mehrdimensionalen Dif-
ferentialrechnung

411 Kurven

Wiebereits erwahnt haben wir im wesentlichen nur Mittel zur Bestimmung lokal er
Minima zur Hand. Die Werkzeuge dafir liefert die Analysis. Eines der zentralen
Anliegen der Analysisist es, Funktionen lokal durch lineare Funktionen (und evtl.
Terme hoherer Ordnung) zu approximieren. Daftr muf3 die Funktion aber |okal
~hinreichend dicht* definiert sein. Oftmals betreibt man deshalb Analysis nur auf
offenen Mengen U, das sind Mengen, bei denen zu jedem x € U eine > 0 mit
U.(X) C U exidtiert. Unsere Mengen S werden im allgemeinen nicht offen sein,
aber wir werden stets annehmen, dal3 die Kostenfunktion auf einer offenen Menge
U definiert ist, die Senthalt.

Um die Optimierungsstrategie aus der Einleitung dieses Kapitels prazisieren zu
konnen, wiederholen wir nun Wege und Richtungen von Wegen im R".

Definition 4.1.1 Sai | C R einIntervall. Eine Kurve oder ein Weg imRR" ist eine
stetige Abbildung

c: I —R"
t - c(t) = (Ccu(t), ..., ca(t) T,

d.h. alle Komponentenfunktionen sind stetig. Anal og heil3t eine Kurve k—fach (ste-
tig) differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen k — fach (stetig) differen-
zZierbar sind, fur k € N.

Ist to € I, so nennen wir c/(to) := (Cy(to), . - ., C(to)) den Tangentialvektor an cin
to.
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Beispiel 4.1.2 Wr betrachten die Uibliche Parametrisierung des Einheitskreises

c: [0,27] — R?
t c(t) = (sin(t), cos(t)),

inty = 7. Dannist c(ty) = (0, —1) und c/(tp) = (cos(n), —sin(x)) = (-1, 0).

t=0| 1

t=1

Abbildung 4.2: Eine Tangente an den Kreis

Proposition 4.1.3 Sei SC R",f : S— Rund x* € S Ist x* ein lokales Minimum
(striktes|okales Minimum) von f, so gilt fur jedenWeg ¢ : [0, ] — Smit c(0) = x*
und ¢'(0) #0O:

30 <eV0<a <0 :(foc)a) :=f(c(a)) = F(X7) (baw. (f(c(e)) > f(X)).

Beweis. Ist x ein (striktes) lokales Minimum, so gibt es ein n mit f(X) i f(x*) for
alex € U,(x*). Sei nunc : [0,¢] — Sein Weg mit ¢c(0) = x* und ¢'(0) # 0. Dac
stetigist, gibteseind >0mit 0 < a < § impliziert c(t) € U.(X*). O

4.1.2 Partielle Ableitungen

Im letzten Abschnitt haben wir Abbildungen R — R" untersucht. In der Optimie-
rung haben wir esbei der Zielfunktion tblicherweise mit Abbildungen R" — R zu
tun (vgl. Abbildung 4.1). Dafir definieren wir Richtungsabl eitungen entlang eines
Weges. Eine besondere Rolle spielen hierbel die Richtungen der Koordinatenach-
sen.
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Definition 4.1.4 S | C R einlintervall, to € I, SC R", ¢ : | — R" eine stetig
differenzierbare Kurveund f : S — R mit p = c(tg) € Sund c(tp) = d. Existiert
dann (f o ¢)'(to), so heifdt diese Zahl die Richtungsableitung % von f in Richtung
dinp.Istc(t) =€, so heil}

of . ,
ax P = (o) ()

diei-tepartielle Ableitungvonf. Der Gradient Vf(p) vonf inpist der Zeilenvektor
der partiellen Ableitungen (5-(P), - - -, 5 (P))-
Isth: U — R eine vektorwertige Ableitung, so bezeichnen wir mit Jh die Jacobi-
sche d.i. die Matrix der partiellen Ableitungen

oy oy

oD
e =
ohn ohn
o . O

Existieren alle partiellen Ableitungen einer reellwertigen Funktion f und sind ste-
tig, so sagen wir f ist stetig differenzierbar. Wir konnen nun die Definition der Ja-
cobischen auch auf den Gradienten anwenden. Zunachst definieren wir dafir die
zweiten partiellen Ableitungen

ot (%) _ o (a_f)'

axdx | ox  ox \ox%

Fur % schreiben wir auch kirzer g—;; Existieren alle zweiten partiellen Ablei-
tungen und sind stetig, so heif3 f zweimal stetig differenzierbar. Die Jacobischedes
Gradienten nennen wir Hessematrix V2f (x). Die Hessematrix ist also die Matrix

der zweiten partiellen Ableitungen

& o1
o2 T 9%0%n
Vi =| o
ot &
OnOxy " Ox2

Ist U C R"und f k-fach stetig differenzierbar in U, so schreiben wir f € CX(U).

Bemerkung 4.1.5 Genau genommen ist der von uns hier gewahlte Zugang nicht
ganz sauber, da nicht Klar ist, dal3 die oben eingefilhrte Richtungsableitung un-
abhangig von der Wahl des Weges c ist. Wir berufen uns dafur auf Bekanntes aus
der Mathematik fur Chemiker und Wirtschaftsinformatiker, da wir zur Herleitung
der Zuasammenhange hier keine Zeit haben.
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Proposition 4.1.6 Ist f zaweimal stetig differenzierbar, soist

of
4P = Vi),

Beweis. Anwendung der Kettenregel aus Mathematik fur Chemiker und Wirtschafts-
informatiker Kapitel V. O

Beispiel 4.1.7 Wir betrachten die Funktionf (X, y) = x*+y*—5x?—4y?+5x+2y—1.5.
Dannist Vf(x,y) = (4x® — 10x + 5, 4y° - 8y + 2) und

2 . 12)(2 - 10 O
Vv (x) .—( 0 122-8 |-

Wir wollen diese Wiederholung abschlief3en mit einer mehrdimensionalen Konse-
quenz aus dem Satz von Taylor.

Satz4.1.8 Seipe SCR"undf : S— R zweimal stetig differenzierbar. Sei cein
zweimal stetig differenzierbarer VWeg mit c(to) = p und c'(tg) = d. Danniist

(Fo0)®) = F PV ()(t-to)+3 V(I (o)t 57 V2 (P)t-t0)+0((t-t0)).

Beweis. Nachdem Satz von Taylor fir Variablen einer Veranderlichenist (foc)(t) =
f(p) +(f o €)' (to) (t —to) + 3(f o C)"(to)(t —to)? +O((t — to)?). Nach Definition der Rich-
tungsableitung und Proposition4.1.6ist (f oc)'(tg) = VI (p)d. Zu zeigenist also nur
(foc)(to) = ((VF) 0 ) €(1)’ (to) = VF(p)C” (to) +dT V2f (p)d (vgl. Produktregel).
Dafur betrachten wir die Funktion

(foo)() Vf (C(t))C’(t)

Z d(t)—(c(t»

Z c(t) < S c) (t).

Nach Additionsregel durfenwir Summandenwei se abl eiten und berechnen zunachst
mit der Produktregel und Proposition 4.1.6:

(—oc)(to) o) (p) dvgfd
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Fassen wir die Summanden zusammen, so erhalten wir:

> (c{’(to)g—;(p) . divg—;d)

i=1

VE(p)C!(to) +d' V* (p)d.

(f 0 ©)"(to)

4.2 Notwendige und hinreichende Bedingungen fur
Extremwerte

Bei den folgenden Uberlegungen wollen wir den zulassigen Bereich Sin unsere
Uberlegungen miteinbeziehen. Kommen wir zuriick auf die algorithmische Idee
aus der Einleitung dieses Kapitels, so missen wir irgendwie ausdriicken, was es
heif}, dai3 es in keine Richtung mehr ,,bergab* geht.

Definition 4.2.1 Sei SC R", x € Sundd € R". Dann heif¥ d zulassige Richtung
fur x bzgl. S, wenn esein ¢ > 0 und einen differenzierbarenWeg ¢ : [0,¢] — S
gibt mit ¢(0) = x und ¢/(0) = d.

Notwendig fur ein lokales Minimum ist, dal3 es keine zul assige Abstiegsrichtung
gibt.

Proposition 4.2.2 (Notwendige Bedingung erster Ordnung) Se SC U C R",
U offen, f € CYU). Ist dann x* €in relatives Minimumvon f in S so gilt fur jede
zulassige Richtung d fur x bzgl. S

Vi(x)d > 0.
Beweis. Dad zulassige Richtungist, gibt esein ¢ > 0 und einen differenzierbaren
Wegc: [0, ] — Smitc(0) = x* und c'(0) = d. Wir betrachten wieder die Funktion
f o c. Nach Definition der Ableitung ist

(foc)(0) =lim

(f o c)(h) —f(x*)
h .

Ware nun (f o ¢)’(0) <0, so folgte hieraus die Existenz eines0 < § < ¢ mit

(f 0 9a) () <Ofurale0<a<d
o

und somit (f o c)(a) < f(x*) fur dlea < §. Dieswiderspricht laut Proposition 4.1.3

der Minimalitat von x*. Also folgt notwendig (f o ¢)'(0) *2° Vi(x)d >0. O
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FUr den Spezidfall eines Minimum im Innern von Serhalten wir folgende Aussa-
ge, die ganz analog zur notwendigen Bedingung fir ein Extremum aus der Kur-
vendiskussioniist.

Korollar 4.2.3 Ist x* ein relatives Minimum von f im Innern von S, d.h. es gibt
e>0mitU.(x) C § soist Vf(x*) = 0.

Beweis. Nach Proposition 4.2.2 gilt Vf(x*)d > 0O fur alle zulassigen Richtungen.
Nach Voraussetzung sind alled € R" \ {0} zulassig, betrachte dazu jeweils den
Weg c4(t) = x* +td. Damit jedem d auch —d zulassigist, schlieRen wir VI (x*)d =0
fur aled € R" und somit Vf(x*) = 0. O

Beispiel 4.2.4 Wir betrachten das Optimierungsproblem

minf (X1, Xo) = X2 — X; + Xo + X1 %o
unter X, > 0, x, > 0.

Der Gradient dieser Funktion ist Vf(xg, X)) = (2¢; — 1 + Xp,X; + 1). Im Innern
der zulassigen Bereiches Sist x; > 0, also kann der Gradient nicht verschwinden,
folglich hat die Funktion im Innern kein lokales Minimum. Am Rand gilt x; = O
oder x, = 0. Im ersten Fall sind die zulassigen Richtungen genau die Vektoren
d mit d; > 0 und wir haben als Gradienten (x; — 1, 1). Die Bedingung aus Pro-
position 4.2.2 kann hier nicht erfullt werden, da z.B. (0, —1) stets eine zulassige
Richtung ist. Im zweiten Fall ist der Gradient (2x; — 1, X; + 1) und eine Richtung
ist zulassig genau dann, wenn d, > 0. Somit ist die Richtung (1 — 2%, 0) zulassig
im Punkt (X;, Xo) und wir erhalten als Bedingung —(2x; — 1) > 0. Wir schliel}en
hieraus, da3 der einzige Kandidat fur ein lokales Minimumx* = (3, 0) ist. Wr ha-
benf(x*) = —%1. Dieser Wert ist auch das globale Minimumder Funktion x2—x; und
wegen Xy, X, > 0 haben wir f(xq, X2) > X2 —x; also hat f in x* sogar ein globales
Minimum.

In Abbildung 4.3 haben wir die Isoquanten der Funktion geplottet. Der Gradient
steht stets senkrecht auf diesen Isoquanten. Die Hyperebene definiert durch die
Gleichung VT (x*)x = 0 beruhrt also die Isoquantenflache.

In der Kurvendiskussion haben Sie gelernt, dal3 die zweite Ableitung Auskunft
Uber die Krimmung einer Funktion gibt. Auch das letzte Beispiel deutet an, dafi3
die Isokostenflache sich von der Tangential hyperebene ,wegkriumment* muf3. Die
in der Kurvendiskussion kennengel ernten notwendigen Bedingungen zweiter Ord-
nung fur lokale Minimagelten nun fur alle Richtungen.



Version vom 26. Oktober 2000 63

Abbildung 4.3: Isoquanten von 4.2.4

Proposition 4.2.5 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung) SeiSC U C
R", U offen, f € C?(U). Ist dann x* ein relatives Minimumvon f in S, so gilt fur
jedesd, fir daseseinegibt mitx* +ad € Sfir0 < o < e:

a) Vi(x*)d >0,
b) falls Vf(x*)d =0, soistd" V3 (x)d > 0.

Beweis. Wir haben nur die zweite Behauptung zu zeigen. Sei dsoc : [0,e] —+ S
definiert durch c(t) = x*+td. Dannist d zulassige Richtung, ¢(0) = x* und ¢/(0) = d.
WEell c'(t) = d konstant ist, verschwindet ¢’(0) und nach Satz 4.1.8ist, (f o ¢)(a) :=
f(x*) + VE(x*)da+1d" V2 (x*)da? +0(a?) = f(x*) + 3d T V2da? +0(a?) fir o — 0.
Angenommen nun d' V2f (x)d < 0, dann ist fur hinreichend kleines o nach Defi-
nition der Landausymbole a?2d" V2f (x)d + 0(e?) < 0 und somit (f o ¢)() < f(x*)
im Widerspruch zur Minimalitat von x*. O

Auch hier wollen wir wieder den Fall eines inneren Punktes gesondert notieren.

Korollar 4.2.6 Istx* ein relatives Minimumvon cimlInnernvon S so gilt fur alle
de R".

a) Vf(x*) =0,
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b) dTVZ(x)d > 0.

O

Fur die letzte Ungleichung sagen wir auch: die Hessematrix ist positiv semidefinit
(vgl. Definition 2.5.1).

Ahnlich wieim Eindimensionalenlassen sich die notwendigen Bedingung zweiter
Ordnung zu hinreichenden verscharfen.

Proposition 4.2.7 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung) SeiU C R",
U offen, f € C?(U) und x* € U. Gilt dann

a) Vf(x*) =0,
b) und V2f (x*) ist positiv definit,
30 ist x* ein striktes lokales Minimumvon f.

Beweis. Wieim Beweisvon Proposition 4.2.5 entwickelnwir f (x* + ad) = f(x*) +
a?2d" Vv (x*)d + o(a?). Fur o hinreichend klein ist wegen d " V2f (x*)d > O folg-
lich f(x* + ad) > f(x*). Hieraus folgt, dafd x* auf jedem Strahl ein striktes lokales
Minimum ist. Die Behauptung folgt dann aus dem folgenden Satz. O

Satz 4.2.8 Sei xf € U C R" offenund f € C(U) eine Funktion. Gibt es dann fur
aled € R"\ {0} ein ag > 0, so daR O striktes lokales Minimum der Funktion
fa : [0,aq] — R, definiert durch fy(t) := f(x* + td), ist, soist x* striktes lokales
Minimumvon f.

Beweis. Sei "1 :={d € R" | ||d|| = 1} dieMengeadller Einheitsrichtungen. Nach
Voraussetzung gibt es fir jedesd € S ein ag mit fy(t) > f4(0) fir 0 < t < ay.
Sel fir jedesd ein solches ay €]0, oo[ maximal gewahlit. (Beachten Sie, dal3 das
Maximum, falls es von oo verschieden ist, existiert, dawir fy(t) > f4(0) fir t < agq
fordern.) Sei nun Uy := {d € S | ag > ¢}. Dann gilt Uy C Uy und S =
U5, Ui. Gibt esnun ein ng mit 8™ = Uy, soist x* ein globales Minimum, wenn
man f auf U 1 einschrankt, also speziell ein lokales Minimum. Nehmen wir also
an, dal3 dies nlcht der Fall ist. Da S™ beschrankt und abgeschlossen ist, kdnnen
wir eine konvergente Folge di mit dy € S\ Uy konstruieren. Sei d = limy ., di.
Sei ko > o= Damnistf(x* +1td) > f(x*) fur 0 < t < 2. Daf stetigist, gilt diese
Ungleichung in einer ganzen Umgebung U, (x* + td) C R". Somit ist aber eine
ganze Umgebung U_,(d) € St in U1 enthalten, im Widerspruch dazu, da3 d =
"o
limp_ o0 Oh.
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4.3 Bedingungen fur Extrema auf (Un)gleichungs-
definierten Mengen

Wir wollen uns nun mit etwas spezi€ell eren zul &ssigen Berei chen beschaftigen. Und
zwar wollen wir auch hier eine verallgemeinerte Version der Nebenbedingungen
der linearen Programmierung betrachten, namlich Teilmengen desR", diesichdurch
Ungleichungeng;(x) < 0,. .., 0k < Omitdifferenzierbaren Funktioneng;, ..., gk :
R" — R beschreiben lassen. Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, ist die Si-
tuation ,im Innern* eines solchen Gebildesrelativ einfach. Um die Rander genau-
er zu untersuchen wollen wir zunachst gleichungsdefinierte Mengen, sogenannte
Mannigfaltigkeiten, betrachten.

4.3.1 ExkursMannigfaltigkeiten und Tangentialraume

Seienhy, ..., h¢ : R" — R differenzierbare Funktionen und k < n. Wir wollen
die Losungsmenge der Gleichung h(x) = 0 untersuchen, wobei h = (hy, ..., h,)".
Betrachten wir hierzu als Beispiel die Funktion h(x, y) = (x> —y?)?> —afura > O.
Die betrachtete Menge ist also gerade die Hohenlinie der Funktion (X% — y?)? zum
Wert a.

Im allgemeinen kdnnen wir erwarten, dal3 eine Gleichung eine Hohenhyperflache
definiert, dasie einen ,Freiheitsgrad einschrankt” . Allerdings mochten wir Zertei-
lungspunkte, wie in der Abbildung im Ursprung zu sehen, ausschlief3en. Man be-
achte, dal? der Gradient der dargestellten Funktion im Ursprung verschwindet. Bei
mehreren Funktionen h; ist man auf der sicheren Seite, wenn die Gradienten linear
unabhangig sind. Diesist die Aussage des Satzes tUber implizit definierte Funktio-
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nen, der einer der zentralen Satze der Differentialrechnung mehrerer Veranderli-
cher ist. Wir werden ihn im Rahmen dieser Vorlesung nicht beweisen.

Satz 4.3.1 (Satz Giber implizit definierte Funktionen) S T € R x* € R/,
y* € R<und (x*,y*) éninnerer Punktvon T. Sei h = (hy,...,h) : T — RX
stetig differenzierbar, die Matrix %(x*, y*) regular und h(x*,y*) = 0. Dann gibt
eSey,e2 > 0mit U, (X*) x Usz(y*§ C T und genau eine stetig differenzierbare

Funktion f : U, — U_, mit h(x, f(x)) = 0 und Jf (x*) = —(g—g(x*, y)) 0 (x, y*).

Der Satz besagt also, dal? die L dsungsmenge solcher , gutartiger Gleichungssyste-
me' lokal wie ein verformter R! aussieht. Uberprifen wir den Speziafall linearer
Gleichungssysteme:

Beispiel 4.3.2 Sai A = (A, A)) € RI™Wxn p ¢ R und A, regular. Sei h(x) =
AX—b = A;x; + AoXo —b. WIir berechnen daraus x, = A1 (b, — Agxq).

Als Anwendung des Satzes tUber implizit definierte Funktionen werden wir nun
zeigen, dal3 die Menge aller Tangential vektoren an die Mannigfaltigkeit in einem
regularen Punkt p*, das sind die Tangentialvektoren von Wegen, die ganz in der
Mannigfaltigkeit verlaufen und p* enthalten, ein Vektorraumist.

Satz433 S8 T C R*™ h = (hy,...,h) : T — R stetig differenzierbar im
inneren Punkt p* € T, h(p*) = 0 und die Gradienten Vhy(p*), ..., Vh(p*) linear
unabhangig. Dann ist die Menge der Tangentialvektoren an die Mannigfaltigkeit
S={x € R"* | h(x) = 0} in p* der |-dimensionale Untervektorraum L des R'* :

Vhy(p*)
L = ker : =kerJh={d e R"* | Vh(p")d=0,i=1,...,k}.
Vh(p*)

Beweis. Ist d ein Tangentialvektor und c : [0, ] — Smit ¢(0) = p* und ¢/(0) =d,
soist hj o ¢(t) = Ofur alei undt und somit 0 = (h; o ¢)’'(0) = Vhi(p*)d. Sei nun
umgekehrt d mit Vh;(p*)d = Ofur allei gegeben. Dadie Gradientenvonhy, . . ., hg
linear unabhangig sind, konnen wir k Koordinaten x;,, . . ., X, wahlen, so dal3 die
Matrix

ony ohy
o R

8h : .l . .k
8(Xi17 e 7Xik) 6I.‘]k 6|.’lk

x, T g
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regular ist. Nach eventueller Umnummerierung konnen wir annehmen, dal3 dies
dieletzten k Koordinaten sind. Wir spalten d und p* dazu passend auf ind = (d,, d,)
und p* = (py, p2). Nach dem Satz 4.3.1 Uber implizit definierte Funktionen, gibt es
£1,€2 > 0mit U, (p1) x U.,(p2) € T und genau eine differenzierbare Funktion
f U, (p1) = U (p2) mit h(xg, f(x)) = Oflr dlex; € U, (p1). Wir betrachten
den Weg ¢ : [0,%] — Sdefiniert durch c(t) = (cu(t), C2(t)) = (py + tdy, f(py +
td;)). Dann ist ¢ ein differenzierbarer Weg in S mit ¢(0) = p*. Nach Kettenregel
(oder zeilenweise mit Proposition 4.1.6) ist ¢4(0) = Jf (py)d;. Nach dem Satz tiber
implizit definierte Funktionen ist

oh ! oh

I(py) = - N 4.1
(Pa) (8(x|+1,---,x|+k)> ) oo, %) ®.)

Da nach Voraussetzung 0 = Jhd = 6(X1‘?.*.‘.’)q)d1 + 6()%1"9.*.‘.’)% d, erhalten wir

oh o oh
dy= - N—2 dy. 42
? <a(x|+l7"'7xl+k)> (p )3(X1,...,X|) ! ( )
Insgesamt erhalten wir also

C'(0) = (dy, Jf(p1)da) = (ch, dp) = d. (4.3)

4.3.2 Lagrange-Multiplikatoren

Die Erkenntnisse des | etzten Paragraphen wollen wir nun dazu benutzen, eine not-
wendige Bedingung fur einen lokalen Extremwert auf einer gleichungsdefinierten
Mannigfaltigkeit zu formulieren. Die geometrische Bedeutung des folgenden Sat-
zesist, dal3 in einem lokalen Minimum, der Gradient der Zielfunktion senkrecht
auf der Mannigfaltigkeit stehen muf3.

Satz 4.3.4 Seienh : R"* — RX f : R* — R differenzierbare Funktionen und
x* € Ssal ein lokales Minimum der Optimierungsaufgabe

min f(x)
unter h(x)=0"

Ferner seien Vhy(x*), ..., Vh(x*) linear unabhangig. Danngibt es Ay, ..., A\« €
R mit
V(X)) = M Vh(X) + ...+ M Vhe(x).

Die \; nennt man Langrange'sche Multiplikatoren.
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Beweis. Gibt keine solchen Lagrange’ schen Multiplikatoren, so liegt Vf (x*) nicht
im Vektorraum L+ aller Linearkombinationen von Vh;(x*), ..., Vhe(x*). Wahlen
wir eine Orthonormalbasis by, . . ., b, von L+, soist also

k
d" =-Vi(x)+> (VE(x)b)b' #0.
i=1

Das heil¥, der Gradient von f hat eine nicht verschwindende Komponenteim Tan-
gentialraum, denn offensichtlich ist d"b; = O fir alle b;. Da die b; den gleichen
Raum aufspannen wie die Vh;(x*), gilt also auch Vh;j(x*)d = 0. Nach Satz 4.3.3
gibt es also einen differenzierbaren Weg ¢ : [0,c] — Smit ¢(0) = x*,c/(0) = d,
wobei S={x € R" | h(x) = 0}. Angenommen nun, X* ware ein lokales Minimum,
dann gabeesein o > 0 mit f(x*) < (f o c)(t) fur allet < a. Wir schlief3en hieraus

(f o C)/(O) = |t|\ng (f o) C)(tz _f(X*) 2 0. (44)

Andererseitsist aber nach Proposition 4.1.6

(foc)(0 = Vi(x)d
= (-d"+ Zk:(Vf (x")b)by")d
= —d'd< I(;l
Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. O

Auch hier konnen wir wieder notwendige Bedingungen 2. Ordnung angeben.

Satz 4.3.5 Unter den Voraussetzungen desletzten Satzesgilt: Ist x* € Seinlokales
Minimum der Optimierungsaufgabe, so gibt es \q, ..., \x € R mit

a) Vi) =3 AVhi(x) und

b) dieMatrix L := V2f(x*) — S, AiV2h(x*) ist positiv semidefinit auf dem
Tangentialraumvon S = {x € R"*k | h(x) = 0} in x*, d.h. fur alle Viektoren
d € ker(Jn(x*)) giltdTLd > 0.

Beweis. Wir haben nur die zweite Bedingung zu zeigen. Sei also Jh(x*)d = 0 und
c:[0,e] — Sein Weg mit ¢(0) = x* und ¢/(0) = d. Daf auch lokales Minimum
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der Funktion f o cist, gilt bekanntlich (f o ¢)”(0) > 0. Wir hatten bereits fur den
Taylorschen Satz ausgerechnet

(f 0 ©)"(0) = VI (x*)c"(0) +d' V3 (x*)d.
Genauso erhalten wir durch zweimaliges Differenzieren:

(hi 0 ©)"(0) = Vhi(x")c"(0) +d" V?hi(x")d

und somit wegen (h; o ¢) = 0 : Vhi(x*)c’(0) = —d"V2h,(x*)d. Wir setzen dies
unter Ausnutzung von VT (x*) = Z!‘zl Ai Vhi(X)* zusammen zu

0 < VI(x)(0)+d V2 (x)d

k
> AVhi()e’(0) +d" V3 (x)d

i=1

k
> -Nd VPhi(x)d +d' VA (x)d

i=1

k
dr (sz (x) =D _AVh (x*)) d.

i=1

O

Den Beweis fur die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung wollen wir uns
Sparen.

Satz 4.3.6 Seienh : R — Rk f : R — R differenzierbare Funktionen. Gel-
te h(x*) = 0, Vf(x*) + Z!‘zl AiVh(x*) fur einen Veektor \. Sai ferner die Matrix
V2f (x*) + 3K, A V2hi(x*) positiv definit. Dann ist x* striktes | okal es Minimum der
Optimierungsaufgabe

min f(x)

unter h(x) =0.

Beweis. Luenberger Seite 227.

4.3.3 Kuhn-Tucker Bedingungen

In diesem letzten Paragraphen wollen wir die Ergebnisse des letzten Abschnitts
auf Mengen Ubertragen, die durch Gleichungen und Ungleichungen definiert sind.
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Dafur bendtigen wir ein Analogon zu Satz 4.3.3. Da die zugehorige Menge an-
schaulich nicht mehr wieein ,, Tangentialraum aussieht* wollenwir hier wieder von
zulassigen Richtungen sprechen. Im folgenden setzen wir nicht mehr voraus, daf3
n=k+I!

Satz 4.3.7 Seienh: R" — Rkundg : R" — R’ stetig differenzierbare Funktionen
und
S:={xeR"| h(x) =0, g(x) < 0}.

Furx € Sseieq(x) = {i € {1,...,1} | gi(X) = O}. Sai x* ein regularer Punkt
von S d.h. Vhy(x'), ..., Vh(x*), Vg, (x*) fur ij € eq(x*) seienlinear unabhangig.
Dannistd € R" eine zulassige Richtung fur x* genau dann, wenn Jhd = 0 und
Vg (x)d < Ofallsi; € eq(x*).

Beweis. Ist d eine zulassige Richtung und ¢ : [0, €] ein zugehoriger Weg, so folgt
wiein Satz 4.3.3 Vh(x*)d = 0und Vg, d < Ofallsi; € eq(x"). Sel nun umgekehrt
d gegeben mit Vhi(x*)d = 0und Vg;d < Ofalsi; € eg(x"). Sei S:= {x € R" |
h(x) = 0und g;(x) = Ofals Vg,d = 0}. Dannist x* € Sund die Gradienten der
definierenden Gleichungen von Ssind linear unabhangig in x*. Nach Satz 4.3.3
ist d im Tangentialraum von S aso gibt esc : [0,e] — T mit ¢(0) = x* und
¢'(0) =d. Um zu zeigen, dal’3 ¢, zumindest nahe bel der Null, in Sverlauft, missen
wir nun noch dieg; mit Vg; d < 0 untersuchen. Nach Proposition 4.1.6 wissen wir
0> Vg; (x)d=(g; o c)(0) =lim_, @ woraus die Behauptung folgt. O

Somit kommen wir nun zum Hauptresultat dieses Kapitels, das besagt, dal3 in ei-
nem relativen Minimum der Gradient der Zielfunktion sekrecht auf allen Gleichungs-
und mit Gleichheit angenommenen Ungl e chungrestriktionen stehen muf3, und im
letzten Falle zusatzlich in die zul assige Menge hineinzeigen muf.

Satz 4.3.8 (Kuhn-Tucker Bedingungen) Seienf : R"” — R, h : R" — R und
g:R" — R stetig differenzierbar und x* ein relatives Minimum des Problems

min f(x)
unter h(x) =0
gx) <0

undeinregularer Punkt. Dann gibt esKoeffizienten Ay, ..., A\ € Rund iy, ..., €
R, wi < 0 mit

k |
VE(x) =) AV + ) Vg (x)
i=1 i=1

und i, g (x*) = 0.
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Beweis. Die letzte Bedingung besagt offensichtlich, dal3 yj # 0 = g(x*) = 0. Sel
wieder eq(x*) die Mengeder ,,aktiven Bedingungert' . AuRerhalb von eq(x*) setzen
wir die i; schon mal Null. Dax* auch lokales Minimum des Problems

min  f(x)
unter h(x)=0
gi(x) =0firj € eq(x)

ist, gibt es nach Satz 4.3.4 Langrangeparameter Ay, ..., A\« € Rund pq, ..., €
R mit V(x*) = S AVhi(xY) + i 14V (x). Es bleibt zu zeigen, da stets
1 < 0 gilt. Angenommen dies ware nicht der Fall und g, > O fir jo € eg(x®).
Wir wahlen dann eine Orthonormalbasis by, . . ., b, desvon Vhy(x¥), . . ., Vh(x*)
und den Vg;(x*) fur j € eq(x*) \ {jo} aufgespannten Vektorraumes und, da x* ein
regularer Punkt und 1, # Oist, giltauchd’ := =Vf(x*) + S, (Vf(x*)by)b # 0.
Wir schlielRen aus dem letzten Satz, dal3 d eine zulassige Richtung ist, dennd'b; =
Ofur dlej impliziert Vhi(x*)d = 0 und Vg;(x*)d = 0 firj € eq(x*) \ {jo} und

k !
HioV Gio(X)d VEX) = D AVhi(X) =) Vgi(x) | d
i=1 =1

i

= Vi(x)d

t T
= V(X (—Vf (x) +> (Vi (x*)bi)biT)
i=1
= VI[P + D (VX))
i=1

= —[IVf(x) =Y (F))b
i=1

=—| -d|?<o0.
Alsoist d zulassig und Abstiegsrichtung im Widerspruch zu Proposition 4.2.2. O

Beispiel 4.3.9 Wr betrachten das Problem
max f(x,y) =14x—-x>+6y-y>+7
unter gi(X,y) =x+y-2<0
Q(X,y) =x+2y-3<0.

Wr berechnen
V(DX y) = (2x-14,2y-6)
Vax = (L1
V(0 = (1,2
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und Uber priifen zunachst, wo der Gradient von f verschwindet. Diesist der Fall in
(7, 3), das nicht im zulassigen Bereich liegt.

Falls nur die erste Ungleichung aktiv ist, erhalten wir als Bedingungen:

(2x-14,2y-6) = (u,p),
X+y = 2,

worauswir X = 3undy = —1 berechnen. Dieser Punkt ist zulassig fur u = — < 0.
Fir die zweite Ungleichung haben wir

(2x=14,2y-6) = (u,2p),
X+2y = 3
und somit
dx-2y = 22
X+2y = 3

und wir berechnen x =5,y = —1. Dieser Punkt ist nicht zulassig.

Schliefdich betrachten wir noch den Fall, dafd beide Ungleichungen aktiv sind.
Diesist der Fall in (1, 1). Als Kuhn-Tuckerbedingung haben wir dann (-12, -4) =
(1 + o, p1 +202), woraus wir i, = 8, ;. = —20 berechnen. Da i, > 0 ist, kann
hier auch kein lokales Minimum vorliegen.

Da die Funktion bei betraglich wachsendem x oder y gegen —oco geht, mul3 das
globale Maximumin einem|okal en Maximumangenommen werden. Da (3, —1) der
einzige Kandidat hierfur ist, ist das Maximum der Funktion also f (3, -1) = 33.

Wir wollen dieses Kapitel abschlief?en mit den Bedingungen zweiter Ordnung.
Satz 4.3.10 Unter den Bedingungen des letzten Satzes gilt aul3erdem: die Matrix
V2 (x*) = Yoy AV =370 1 V2gi(x*) ist positiv semidefinit auf dem Tangenti-

alraum der aktiven Nebenbedingungen von x*.

Beweis. Dax* auch ein relatives Minimum fir das entsprechende gleichungsde-
finierte Problemist, folgt die Behauptung sofort aus Satz 4.3.5. O

Die analogen hinreichenden Bedingungen wollen wir nicht mehr extra anfihren.



