Kapitel 3
Lineare Optimierung

Ein Optimierungsproblem besteht fir unsauseinem zulassigenBereichS C R", Z"
und einer Zielfunktionc : S— R. Zid ist die Bestimmung von inf, sup, max oder
mMinyes ¢(X). Im allgemeinen sind solche Probleme beliebig schwer. Deswegen be-
handeln wir die Aufgabenstellung nicht in aller Allgemeinheit.

Beschranken wir uns zunachst auf den einfachsten Fall, dal? c(x) = c'x eine li-
neare Funktion ist und Seine Tellmenge desR" ist, die durch eine Menge linearer
Ungleichungen der Form a' x < b gegeben ist.

3.1 Moddlbildung

Lineare Programmierungsaufgaben aus der industriellen Praxis sind tiblicherweise
grof3 (tausende Variablen und Unglei chungen). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
behandeln wir hier eher “toy problems’.

Beispiel 3.1.1 Eine Olraffinierie hat vier verschiede Sorten Rohbenzin zur \erfi-
gung und mischt daraus Benzin in vier verschiedenen Oktanstarken. Dafur gelten
folgende Daten

Rohstoffsorte Oktanzahl Fasser verfugbar Preispro Fal3

1 68 4000 $31.02
2 86 5050 $33.15
3 91 7100 $36.35
4 99 4300 $38.75

31
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Benzinsorte Mindestoktanzahl Nachfrage Preispro Fal3

1 85 > 15000 $40.99
2 9  beliebig $42.95
3 95 < 10000 $45.15

Gesucht ist ein Produktionsprozef3, der den Gewinn maximiert. Wir setzen
X := Fasser des Rohstoffsi, die zur Produktion von Sorte | benutzt werden.

Die Daten aus der ersten Tabelle liefern dann folgende Restriktionen.

X1+ X2+ X3 < 4000
Xo1+ X2+ X3 < 5050
X31+X32+ X33 < 7100
Xa1+Xa2+Xa3 < 4300

Auch die Anforderungen an die Qualitat der Mischungen ergeben lineare Bedin-
gungen, denn wir haben z.B.

68X1,1 + 86X271 + 91X3,1 + 99)(471 >
X1,1+ X1+ X31+X42 o

85.

Wr erhalten somit folgende drei Bedingungen

68Xy,1 + 86Xy 1 + 91Xz 1 +99Xs 1 —85(Xy1 + X1 + X321+ Xa1) > O
68X12 + 86Xz 2 + 91Xz 2 + 99y 2 —90(X1 2 + Xo2 + X32 +Xa2) > O
68X13 + 86Xy 3 + 91Xz 3+ 99Xy 3 — 95(X1 3+ Xp 3+ X33+ Xa3) > O

Der Mindest und Hochstabsatz ergeben:

X11+ X1+ X317+ X1 > 15000
X13+ X3+ X33+ Xe3 < 10000

Als Zielfunktion, die wir maximieren wollen, erhalten wir c(x) = 40.99(xy 1 +Xz1 +
X317+ X4,1) +42.95(X1,2+ X2 + X532+ Xs,2) +45.15(X1 3+ X2 3+ X33+ Xs,3) =~ 3L.02(Xq,1 +
Xy,2 +%1,3) = 33.15(Xz,1 +X2,2 + X2,3) = 36.35(X3 1 +X3.2 + X3,3) = 38.75(Xa,1 +Xa.2 + X4,3)
und bemerken abschlief3end, daf’ alle x;; > 0 sein sollten.
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In Tabellenform erhalten wir also zunachst folgende Aufgabenstellung:

X1 X1 X31 X410 X120 Xo2 X322 X4p2 X1,3 X23 X33 X43

997 784 464 224 1193 980 660 420 1413 1200 880 6.40
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 < 4000
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 < 5050
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 < 7100
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 < 4300

-17 1 6 14 0 0 0 0 0 0 0 o > 0
0 0 0 0 -22 -4 1 9 0 0 0 o > 0
0 0 0 0 0 0 0 o -27 9 4 4 > 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 > 15000
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 < 10000

Bemerkung 3.1.2 Bei richtigen Problemen ist die Modellbildung nattrlich nicht
so eindeutigwiein diesem Beispiel. Dabei konnen ver schiedene Probleme auftau-
chen. Zunachst liegt ein realistisches Problem nicht in einer klar fal3baren ma-
thematischen Form vor. Oft hat man konkurrierende Optimierungsziele und wei-
che Nebenbedingungen, die man vom Anwender oft nur erfahrt, wenn er mittelit,
warum ihm eine Losung nicht gefallt.

Zum anderen kann man mogliche Losungsmengen durch unter schiedliche Unglei-
chungssysteme beschreiben, etwa indemman zusatzliche Variablen einfuhrt. Je nach
Formulierung sind die Probleme— speziell von einer bestimmten Software—schwe-
rer oder leichter |osbar.

Zur algemeinen Behandlung eines Optimierungsproblems ist es ungunstig, eine
Mischung aus <, > und = Restriktionen zu haben. Auf3erdem wollen wir im Falle
der Linearen Programmierung — wie im vorliegenden Beispiel — lieber Maximie-
rungsprobleme als Minimierungsprobleme betrachten. Das macht keinen Unter-
schied, da max,csc(X) = — (Mminyes—c(X)). Deswegen definieren wir.

Definition 3.1.3 S Ac R™" be R™ b > 0undc € R". Ferner sei m< nund
A habe vollen Rang, also rang(A) = n. Die Aufgabenstellung

max Cc'x
unter Ax=Db
X>0

nennen wir Lineares Optimierungsproblem in Standardform. Ist x > 0 mit Ax = b,
SO sagen wir X ist zulassig fur das Problem.

Um Beispiel 3.1.1 in Standardform zu bringen, fuhren wir fur die neun Unglei-
chungen sogenannte Schlupfvariabelenys, . . ., yo €in und setzen
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b = (4000, 5050, 7100, 4300, 0, 0, 0, 15000, 10000))

undc' =
(9.97,7.84,4.64,2.24,11.93,9.80 ,6.60,4.20,14.13,12.00,8.80,6.40,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Bemerkung 3.1.4 Nicht vorzeichenbeschrankte Variablen u kann man mit u =
u"—u” und u*,u” > 0durch zwei vorzeichenbeschrankte ersetzen und so in San-
dardform bringen.

Der dteste und immer noch praktisch wichtigste Algorithmus zur Losung linea-
rer Programme ist der Simplexalgorithmus. In den letzten zehn Jahren haben die
innere-Punkt-Verfahren, die Ideen aus der Nichtlinearen Programmierung benut-
zen, an Bedeutung gewonnen.

Zur Losung linearer Programme gibt es Standardpaketewie CPLEX, X PRESS oder
OSL. Fur nichtkommerzielle Belange gibt es auch hinreichend gute Software in
der Public Domain. Ein Startpunkt ist die Electronic Library of Mathematical Soft-
ware http://elib.zib.de.

CPLEX liefert als Losung des obigen Problems:

CPLEX> di spl ay problemall

M nimze

ZIEL: - 9.97 X11 - 11.93 X12 - 14.13 X13 - 7.84 X21 - 9.8 X22 - 12 X23
- 4.64 X31 - 6.6 X32 - 8.8 X33 - 2.24 X41 - 4.2 X42 - 6.4 X43

Subj ect To

RB1: X11 + X12 + X13 <= 4000
RB2: X21 + X22 + X23 <= 5050
RB3: X31 + X32 + X33 <= 7100
RB4: X41 + X42 + X43 <= 4300
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85: - 17 X11 + X21 + 6 X31 + 14 X41 >= 0

00: - 22 X12 - 4 X22 + X32 + 9 X42 >= 0

@05: - 27 X13 - 9 X23 - 4 X33 + 4 X43 >= 0

NF1: X11 + X21 + X31 + X41 >= 15000

NF2: X13 + X23 + X33 + X43 <= 10000
Bounds

Al variables are >= 0.
CPLEX> optim ze
Primal - Optinmal: bjective = - 1. 3862560000e+05
Solution tinme = 0.00 sec. Iterations = 10 (4)

CPLEX> di splay solution variables -

Vari abl e Nane Sol ution Val ue
X11 4000. 000000
X21 3823. 846154
X23 1226. 153846
X31 7100. 000000
X41 1541. 153846
xX43 2758. 846154

Al'l other variables in the range 1-12 are zero.

Die agorithmische | dee des Simplexverfahrens und die Geometrie der Aufgaben-
stellung erkennt man am | eichtesten an Beispielen wie dem folgenden:

Beispiel 3.1.5 (Graphische L dsung von Problemen mit 2 Variablen) EineDin-
gemittelfabrik stellt zwei Sorten Dunger A und B aus drei Ausgangsstoffen C,D,E
her. Vom Ausgangstoff C stehen pro Periode 1500 Tonnen zur Verfiigung, von D
1200 t und von E 500 t. Zur Produktion einer Tonne A werden 2 Tonnen C, und
jeweils 1 Tonne D und E benttigt, fur B jewells eine Tonne C und D. Der Gewinn
pro Tonne A betragt 30,- DM, pro Tonne B 20,-. Wir erhalten also das Programm.

max 30x; + 20%

unter  2x; + X, < 1500
Xp + X, < 1200
X1 < 500
X1, Xo > 0
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X2

1000
N

. 30%; + 20% = 27000

", 30, +204=0

Die Ungleichungen definieren jeweils einen Halbraum. Der zulassige Bereich ist
als Schnitt von Halbraumen ein sogenanntes Polyeder. Die | sogewinnflachen sind
Hyperebenen (in der Ebene Geraden). Die Optimalldsung erhalt man, in demman
dielsogewinnflache so weit wie mdglichin Richtung wachsender Erldse ver schiebt,
bis sie das Polyeder nur noch beriihrt. Betrachten wir die Ecken des Polyeders et-
was genauer. Se sind dadurch definiert, daf3 zawei Ungleichungen nicht strikt sind,
sondern mit Gleichheit angenommen werden. Diesist zunachst x; = 0,x, = 0.
Wenn wir mit der Isogewinnflache in Richtung wachsender Erlose passieren wir
(X]_ = 500, Xo = O), (Xl = 500, 2% + X = :|.500)7 (Xl + X = :|.20O7 2%y + X = 1500)
Aus letzterem erhalten wir x; = 300, X, = 900.

Bevor wir in Abschnitt 3.4 auf dieseldee zuriickkommen, missen wir den K orrekt-
heitsbeweis mit etwas Theorie vorbereiten. Abschlief3end definieren wir Polyeder
noch formal.

Definition 3.1.6 Eine Menge P C R" heif3 Polyeder, wenn eseinm < N, eine
R™" Matrix Aund ein b € R™ gibt mit

P={xeR"|Ax < bl.

Ubung 3.1.7 Zeigen Se: Der zulassigeBereich eineslinearen Programmsin Stan-
dardformist ein Polyeder.
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3.2 Farkas Lemma

Lemma3.2.1 (Farkas Lemma) Sa L C R" ein Vektorraum. Dann gilt genau
eine der beiden folgenden Altenativen:

a IXelL:x>0,x>0
b) IyecLt:y;>0,y>0.

Beweis. Offensichtlich konnen nicht beide Alternativen gleichzeitig gelten, daes
ansonsten x, y gabe mit 0 = x"y = " xyi > Xgy1 > 0.

FUr den Rest der Behauptung fuhren wir vollstandige Induktion tber n.
n=1: Hierist entweder L =R oder L+ = R. Also gilt die Behauptung.

n > 2 . Wir betrachten folgende Vektorraume(!) in R™*

L = {XeR™|3Ixel,x,=0,%=%,i=1...,n-1}
L := {xeR™|3Ixel,x=%,i=1...,n-1}
Lt = {JeR" | Iyelty,=0y=%,i=1,...,n-1}

L = {JeR™|3yelly=%,i=1...,n-1}

Offensichtlich gilt dann (L)* = L+ und ({)* = L. Fallsesnuneink € L mit
X, > 0,X > 0 gibt, so leistet das zugehdrige x das Gewiinschte. Ebenso sind
wir fertig, fallsesein§ € L+ gibt mity; >0,y > 0. Wir kdbnnen also davon
ausgehen, daid jeweils die andere Alternative gilt, d.h. esgibt x € L,y € L+
mit x;,y; > 0und x;,y; > Oftri =1,...,n-1. Ausx'y = 0 erhalten wir
somit

n-1
XaYn = XaYit ) X,
i=2

> X1
> 0.

Wir schlief3en, dal? genau einer von x, und y,, echt positiv ist. Fals x, > 0
ist, so leistet x das Gewtinschte fur die erste Alternative, im anderen Fall y
fur die zweite. O
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Farkas Lemmaist in einigen anderen Erscheinungsformen bekannt. Am haufig-
sten wird eswohl zitiert als

Ist P C R" ein Polytop und x € R", so gilt entweder x € P oder es
gibt eine affine Hyperebene, die x und P trennt.

Ein Polytop ist ein beschranktes Polyeder, das in diesem Satz als konvexe Hille
von Punkten gegeben ist und nicht als Schnitt von Halbraumen. Die beiden Poly-
ederbegriffe sind aguivalent, was wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht bewel-
sen werden. Bevor wir diese Version von Farkas' Lemma herleiten, erinnern wir
zunachst an eine Tatsache aus der Linearen Algebra und definieren die konvexe
Hille.

Proposition 3.2.2 Sai A € R™". Dann sind
L = ker (A) :={x e R" | Ax=0}

und
imA") :={xcR"|IyecR": x=A'y}

ein orthokomplementares Paar von Unterraumen desRR", d.h. im(A") = L*.

Definition 3.2.3 Saienxy, ..., % € R"und X € RX. Dann heif’t

k
X=X
i=1

Linearkombination von X4, . . . , X. Gilt zusatzlich

A>0 konische
S, A =1 p, soheitx{ affine K ombination.

A>0, SN =1 Konvex-

Die Kombination heif3 echt, wenn es \; Z 0 7 A\; mit x; 7 x; gibt, oder der einzige
Nichtnulleintrag von )\, etwa )\, von Eins verschiedenistund x; # 0ist. SC R"
sel

lin(S linearen
;?fn(eS)(S) , die Menge aller :foﬂnrl]zcnhen Kombinationen von
conv (S konvexen

Elementen in S Wir sprechen von der Hille.
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Kommen wir also zum angekiindigten Trennungssatz.

Korollar 3.2.4 Seienvy, ...,V X € R". Dann gilt:
Entweder x € conv({vy,...,Vi}) oder esgibta € R" b € R,sodaBa’v; < b
furi=1,....,kunda’™x>b.

=X v W
A= < -1 1 ... 1 )
und wenden Farkas' Lemma auf das Paar L = ker (A), L+ = im(A) an. Dann gilt:
entweder esgibt (o, 1) € R™, 11> 0, y10 > Omit Ay = 0 oder esgibtein (2 ) €
R mit ATa > Ound (AT (ail))l > 0. Letzteres bedeutet aber (—a) "X > —ay1
unda'v, > agq, dso (-a)'vi < —awq furi = 1,...,k Im ersten Fall setzen wir
A = 4 und erhalten —x+ Y71, Avi =0und -1+ Y5, A = 0. O

o

Beweis. Wir setzen

3.3 Dualitatssatz

Wir wollen nun die Resultate aus dem | etzten Kapitel auf die Lineare Programmie-
rung anwenden. DafUr leiten wir zunachst eine,,gute Charakterisierung‘ wiefolgt
her. Betrachten wir die Behauptung

Das Lineare Programm

max c'x
P unter Ax=Dhb
x>0

hat mindestens einen Wert von zj.

Die Richtigkeit dieser Behauptung l&(3 sich durch Angabeeinesx > Omit Ax=Db
sowiec'x > z, beweisen. Wenn es kein solches x gibt, hilft uns Farkas' Lemma,
dafur einen Bewels anzugeben. Betrachten wir namlich den Kern der Matrix.

_( b A O
a=( 240
so enthalt dieser kein nichtnegatives Element, dasin der ersten Komponente echt
positiv ist. Denn ware (Xo, X, Xn+1) €N solches Element, so haben wir A‘%‘ = b,

CT‘%‘ > 7. Nach Farkas' Lemmagibt esalso ein (y,t) mity'b+1tz < 0,y'A+
tc' > 0,t < 0. Dies motiviert folgende Definition:
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Definition 3.3.1 Das Lineare Programm

min  y'b
(D) unter y'A>c'

heif3 das duale Programm zum Linearen Programm in Standardform.

Wir werden imfolgenden zeigen, dal3, im wesentlichen, dasduale und primale Pro-
gramm den gleichen Zielfunktionswert haben. Dies hilft beim Algorithmendesign.

Lemma 3.3.2 (Schwache Dualitat) Istx > 0zulassigfur dasprimaleProgramm
und y fir das duale Programm, so giltc'x < y'h.

Beweis.
x>0
c'x<y'Ax=y'b.
O

Satz 3.3.3 (Dualitatssatz der Linearen Programmierung) SeienA € R™" b e
R™und c € R". Dann gilt genau eine der folgenden vier Alternativen:

a) Dasprimale Programmist zulassig und beschrankt. Ist dann z, eine kleine-
steobere Schranke, soist auch das duale Programm zulassig und beschr ankt
und es gibt eine Optimalldsung y* mit z, = y* ' b.

b) Dasprimale Programmist unbeschrankt, d.h. esgibteinx, > Omit A, =b
und einx; > 0mit Ax; =0undc'x; > 0.

c) Dasduale Programmist unbeschrankt, d.h. es gibt ein y, mit yj A > c und
einy; mity] A>0undy;b<0.

d) Beide Programme sind unzulassig, d.h. es gibt weder einx > 0 mit Ax = b,
nocheiny € R"mity'A>c'.

Beweis. Wegen Lemma3.3.2 kann stets hochstenseine Alternative gelten. Sel zu-
nachst das primale Programm zulassig. I st es unbeschrankt, so gilt Alternative b).
Also nehmen wir an, das primale Programm sei beschrankt, sel dann z, eineklein-
ste obere Schranke. Da z, obere Schranke ist, gibt eskeinx > Omit Ax-b =0
und ¢’ x > z,. Wir betrachten den Kern von

/0 A -b
B.—(l_CT ZO).
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Falls (Wo, W™, Wi1) im Kern von B existiert mit wp > O,w > O,Wpg > 0, SO
impliziert die Schrankeneigenschaft von z, sofort w,,.; = 0. Denn ansonsten ware
X = ﬁwzuléssigfijr dasprimale Programmundc’x > z,. Darausfolgt aber Aw =
Ound c"w = wp > 0, d.h. das primale Programm ist unbeschrankt im Widerspruch
zur Annahme. Nach Farkas' Lemma gibt es aso in (¥, Y1) Mit Yy > 0, §TA -
C'Ymir > 0,Ym1Zo > ¥'b. Nach Division durch y.., haben wir somit ein y mit
y'A> cundy'b < z,. Daz, kleinste obere Schranke ist und wegen Lemma 3.3.2
y' b obere Schrankeist, gilt ebensoy'b > z,.

Ist nun das primal e Programm unzul assig, betrachten wir (=b, A) und Farkas’ Lem-
maimpliziert die Existenz einesy mity'b < Ound y"A > 0. Also ist das duale
Programm, falls es zulassig ist, unbeschrankt. O

Dald auch die letzte Alternative eintreten kann, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 3.3.4
max X1 + X
(P) unter X1 — X =1
X + X =1
Xl ) X2 2 O
mn y; o+ Yy
(D) unter 'y -y, > 1
Yt Yy, 21

Ubung 3.3.5 Zeigen Se: Dasduale Programmdes dualen Programmsist daspri-
male Programm. (Bringen Se dasduale Programmin Standardformund dualisie-
ren Se.) Folgern Sehieraus: Ist das primale Programm zul assig und beschrankt,
S0 gibt es fur beide Programme Optimallosungen x* und y* und es gilt: ¢'x* =
y* "b. Diskutieren Se den Unterschied zu Satz 3.3.3 a).

Haben wir nun ein duales Paar linearer Programme, bei der die erste Alternative
von Satz 3.3.3 gilt, so betrachten wir ein duales Paar von Optimalldsungen x*, y*.
Esist (y*)"b—c'x* = (y*"A-c")x* =0.Dax* > 0undy*"A-c' > 0, schlieRen
wir hieraus den

Satz 3.3.6 (Satz vom komplementaren Schlupf) Saden x* € R} mit Ax = b und
y* € R"mity*" A > ¢'. Dannsind x*, y* genau dann ein Paar von Optimallosun-
gen des primalen bzw. dualen Programmes, wenn gilt:
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a) x*70= (c" =y*"A); und
b) (c" >y 'A) = x =0.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung hatten wir vor Formulierung des Sat-
zes hergeleitet. Aus den Bedingungen folgt nun

CTX* — Z Cixi* — Z(YKTA)IX*I — y«TAX* — yﬂ'b
i=1 i=1

also folgt aus Lemma 3.3.3 die Behauptung.

3.4 DasSmplexverfahren

Die geometrische Idee des Simplexverfahrens hatten wir im zweidimensionalen
Fall schon erlautert. Wir gehen so lange von einer Ecke zu einer besseren Ecke,
bis es nicht mehr besser geht. Ecken des Standardprogramms erhalten wir dadurch,
dad wir Ungleichungen zu Gleichungen machen, hier also durch Nullsetzen mog-
lichst vieler Variablen.

Definition 3.4.1 Sa P ein Polyeder. Dann heift x € P Ecke von P, wenn x nicht
echte Konvexkombination von Elementen in P ist.

Lemma 3.4.2 Habe A € R™" vollen Zeilenrang und seienb € R™ x € R", x >
0. Dannist x Eckevon P := {x € R" | AXx = b,x > 0} genau dann, wenn es
B C {1,...,n} gibt, mit Ag regular, xs = Agbund mit N := {1,...,n} \ Bgilt
Xy = 0.

Beweis. Seenxt, ..., X € P A, ..., > 0,0 N = Imitx = YL A,
Dadiex > Ounddie); > 0sind, folgt ausxy = O, da3 x, = O fur alei. Aus
Agpxy = Ax = b schlieRen wir somit X5 = Atb = xg fir allei. Also kann die
Konvexkombination nicht echt sein und x ist eine Ecke. Nehmen wir nun fur die
andere Richtung der Aussage an, dal3 es ein solches B nicht gibt. Sei C die Menge
der Indizesmit xc > 0. Da C nicht zu einem B erganzt werden kann, hat die Matrix
A nicht vollen Spaltenrang. Also gibt es0 Z yc € ker (Ac) und eine > 0 mit
Xg 1= Xc +eye > 0undxg = Xc —eye > 0. Wir setzen xpy ¢ =
Dannist x = 3x* + 2x? keine Ecke. 0
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Definition 3.4.3 Habe A € R™" vollen Zeilenrang und sei b € R™. Wir sagen
B C {1,...,n} ist eine Basis von A, falls Ag regulér ist, B heil3 zulassige Ba-
sis, wenn A3b > Oist. Ist B eine (zulassige) Basis, so heit N := {1,...,n} \ B
(zulassige) Nichtbasis und der Vektor x € R" mit xz = A b, xy = 0 (zulassige)
Basislosung.

Als nachstes werden wir untersuchen, wie man von einer zul assigen Ecke eine be-
nachbarte bessere findet oder feststellt, dal? die Ecke eine Optimalldsung darstellt.

Proposition 3.4.4 (Optimalitatskriterium) HabeA € R™" vollen Rang und sei
b € R™ Sai B eine zulassige Basis. Dann ist die zulassige Basisldsung x eine Op-
timalldsung des linearen Programms, wenn

c' —cgAZA<O0.

Beweis. Wir setzeny' = ¢t AZ. Dannisty'A>c' undy'b=ciAgb=cixg =
¢’ x und die Behauptung folgt aus der schwachen Dualitét. O
Der Term ¢ — cg A2A liefert nicht nur eine Optimalitatskriterium sondern, wie

wir gleich sehen werden, auch Information dartiber, wel che Nachbarecken lohnend
sind.

Definition 3.4.5 Ist B eine zulassige Basis, so heifen ¢ — ¢ AZA diereduzierten
Kosten.

Der Begriff reduzierte Kosten kommt daher, dal? man friiher zuerst Minimierungs-
probleme eingefuhrt hat. In unserem Falle sprache man besser von reduzierten Ge-
winnen.

Definition 3.4.6 Zwel Basen By, B, heil3en benachbart, wenn |B;AB;| = 2.

Lemma3.4.7 SeienBund B' = BU {j} \ {i} zwei benachbarte zul&ssige Basen
mit zugehorigen Basisldsungen x und X'. Dann ist

c'X —c'x=x(q — ca AgA)).

Beweis. Wegen A(X' —x) = 0 sind die Nichtnulleintrage von X' — x im Kern von
A s, Wobel (X' = X); = x und (X' - X)i = —X. Alsoist -xA; = Ag(X' —X)g und
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somit (X' = x)g = —XAgA;. Somit erhalten wir

T _

c'X -c'

X = Cgus(X —Xeus
X +Cg (X = X)g
XG —XCg AGA,
X(ci — Cg AGA)).

O

Wenn x' und die j-ten reduzierten Kosten beide echt positiv sind, verbessern wir
uns beim Wechsel von x nach x'. Haben also die reduzierten Kosten noch einen
positiven Eintrag, so wollen wir den zugehorigen Index, etwaj einer solchen Va
riablenin die Basis B aufnehmen. Im Kern der Matrix A g gibt esgenau einevom
Nullvektor verschiedene Richtung, “namlich g — AZA;". Diese verlauft von der
Basislosung in Richtung einer Kante des Polyeders. In dieser Richtung wird die
Variable x; von Null auf einen positiven Wert gehoben, bis eine Bedingung x; > 0
greift. Dax; auf O gesetzt wird, nennen wir es das basi sverlassende Element. Dies
ist also der Index, bei dem bei Erhdhungen der neuen Basisvariablen der zugehori-
ge x-Wert als erstes auf Null, fallt:

Proposition 3.4.8 Ist B eine zulassige Basis, i € B # j und

(Agh),
(ABA))

i € argmin { | (AGA)) > O} :
wobei argmin die Menge aller Indizes ist, an denen das Minimum angenommen
wird, soistB' :=BU{j} \ {i} einezulassige Basis.

Beweis. Ist X = (xg,Xn) = (Xg, 0) zulassige Basislosung, ] ¢ B und d definiert
durch

d¢ci=< 1 fals k=j

-AgA; fdls keB
0 sonst,
sogiltfur ale X : A(x+ Ad) = b+ A(Ag — Aj) =b. Ist nun

so gilt aulRerdem fur alek € B:
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(X + Aod)k (Agh)k + Ao(-AZA
(Agb)k

(ABA)

V

(Asb) + (-A3A ) =0.

Es bleibt zu zeigen, dal3 A vollen Rang hat. Angenommen dies ware nicht der
Fal und i # Omit Ag i = 0. Sei dann p definiert durch pg = 2 und py = 0.
Dann gilt x := 1 — p;d Z 0, denn ; = —(A3A;)i < 0und x; = 0. Somit definieren
die Nichtnulleintrage von « ein nichttriviales Element im Kern von A g im Wider-
spruch dazu, dal3 B eine Basisiist. O

Bevor wir den Simplexalgorithmus formulieren, Uberlegen wir zunachst, was pas-
siert, wenn die Menge, Uber die wir durch diese Minimumbildung das basisver-
lassende Element finden wollen leer ist. Anschaulich heifdt das, dal? nie mehr eine
Bedingung x > O greift, wir also beliebig viel weiteren Profit einstreichen konnen.

Lemma 3.4.9 Ist B eine zulassige Basis mit Basislosung X, ¢; — c§ AgA; > 0 und
(A3A))i < Oftr allei, soist daslineare Programm unbeschrankt.

Beweis. Seid € R"mitd; = 1,dg = ~AgA; Dannistfur A > 0 : x+ Ad >
0, A(x+ Ad) = bund ¢ (x + Ad) = c"x+ A(q; — G AZA)) = . O

Wir haben jetzt fast alle Fakten beisammen, um den Simplexal gorithmus skizzie-
ren und beweisen zu konnen. Wir beschranken die Eingabedaten alerdings zu-
nachst noch auf den giinstigen Fall, dal3 A vollen Zeilenrang hat und eine zulassige

Sartbasis B gegeben ist. Wie man den algemeinen Fall darauf reduziert, werden
wir spater vorstellen.

Schematische Skizze des Smplexalgorithmus:

Eingabedaten: A € R™" mit vollem Zeilenrang, b € R™, b > 0, zulassige Basis
B,ce R".

Solangec” —cgAgA £ 0:
Spaltenwahl: Wahlej mit ¢, —c AZA; > 0.

Zeilenwahl: Berechnei ¢ argmin{(fﬁéfj?‘)_ | (AZA,) > 0}. Falls diese Menge
A

leer ist. STOP. Das Programm ist unbeschranki.
Basiswechsal: SetzeB=B\ {i} U {j}.
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oder als Pythoncode
def sinplex(c, A b, B):
m=A. shape] 0]
n=A. shape|[ 1]
C=concatenate((A b), 1) # 1 hei sst nebenei nander
c=concatenate((c,[[0]]), 1)
D=concatenate((c, O, 0) # 0 hei sst untereinander

initialize_basis(D, B)
r edcost neg=0
whi | e redcost neg==0:
col utm=choosecol uim( D)
i f col um<=n:
r own=chooser ow( D, col umm)
i f row==0:
print "Programmi st unbeschraenkt™
redcost neg=1
el se:
gaussj ordanel i n( D, r ow, col unm)
B[ r ow 1] =col umm
el se:
redcost neg=1
return D B

3.5 Tableauform des Smplexalgorithmus

46

Alle die oben angefiihrten Operationen lassen sich mit Hilfe des Gauf3-Jordan Eli-
minationsschrittessehr leicht in einer Tableauform formalisieren. Wir nehmenwie-
der an, dal3 A vollen Zeilenrang hat und eine zulassige Startbasis B gegeben ist.

Dann lautet das Tableau zur Basis B:

c' —cgAgA | cfAgb
AgA | Agb

Der Basiswechsel von B nach B\ {i} U {j} wird nun mittels eines Gauf3-Jordan
Eliminationsschrittes mit Pivotelement (A3 A);; durchgefiihrt. Als Beispiel wollen
wir die Dungemittelfabrik durchrechnen. Startbasis sind hier die drei Schlupfva-

riablenYLYZ’Y&

X1 X Y1 Y2 Ya| —ZF X1 X2 Y1 Y2 Vs ZF
3020 00 0] O 0 20 0 0 -30|-15000
2 1 1 0 01500 01 1 0 -2 500
1 1 0 1 0]1200 0O 1 0 1 -1| 700
1] 0o 0 0 1| 500 1 0 0 0 1| 500
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X2 Y1 Y2 VY3 —ZF
-20 0 10| -25000

X Y1 Y2 V3 ZF

0 -10 -10 0] -27000

1 -1 2 0 900
0 -1 1 1 200
0 1 -1 0 300

-1 1 200

0 0 1 500

o ol olX

0
1 1 0 -2 500
0
0

~ o ololX

Bemerkung 3.5.1 In einigen Lehrbiichern wird das Tableau fur Minimierungs-
probleme eingefiihrt, dann wahlt man Spalten mit negativen reduzerten Kosten,
bisalle positivsind. Auch wird oft die Zielfunktion wird unter die Matrix geschrie-
ben.

3.6 Pivotwahl, Entartung, Endlichkeit

Die oben angegebene Skizze ist strenggenommen noch kein Algorithmus, da, ins-
besondere bei der Spaltenwahl noch viel Freiheit herrscht. Auch bei der Zeilen-
wahl gibt es bei nicht eindeutigem Minimum Zweideutigkeiten.

Eine feste Vorschrift der Auswahl der Pivotspalte bezeichnet man als Pivotregel.
Wir wollen hier drei erwahnen.

Steilster Anstieg: Wahle die Spalte mit den grofiten reduzierten Kosten.

Grofter Fortschritt: Wahle die Spalte deren Aufnahme in die Basis die grofdte
Verbesserung in der Zielfunktion verspricht.

Bland’'srule: Wahle stetsdie Variable mit dem kleinsten Index (sowohl bei Spal-
ten alsauch bel Zeilenwahl).

Dieerste Regel ist billig zu implementieren mit zufriedenstellendem Ergebnis, die
zweite Regel ist numerisch aufwendig und die dritteist praktisch fast bedeutungs-
los hat aber ein wesentliches theoretisches Feature. Dasliegt daran, dal3 ein Basis-
wechsel nicht notwendig zu einem Wechsel der Ecke filhrt.

Definition 3.6.1 EineEckexenesLP in Standardformheif3t entartet, wennesmin-
destens zwei Basen B # B’ gibt mit xg = Agb und xg: = A3 b, d.h. die zugehdrigen
Basislosungen zu B und B’ sind gleich. Ebenso nennen wir einen Pivotschritt ent-
artet, der die Basislosung nicht verandert.
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Geometrisch liegt eine entartete Ecke auf mehr Hyperebenen ,alsnotig’ . Im zwel-
dimensionalen kann man Entartung nur durch tberfllissige Ungleichungen erzeu-
gen. Im dreidimensionalen ist die Spitze einer Viereckspyramide entartet.

Proposition 3.6.2 Ist x eine entartete Ecke, so hat x weniger als m Nichtnullein-
trage.

Beweis. x kann nur auf B N B’ von Null verschieden sein. O

Proposition 3.6.3 &) EinPivot vonder BasisB nach B’ mit Pivotelement a;; ist
genau dann entartet, wenn (A1b); = 0 = (A3 b); ist.

b) Ist ein Pivot von Basis B zu B’ nicht entartet, soist

c'X =cyAgb>ciAgb=c'x

Beweis. Wir betrachten A3 b—A2b = (n —1,)A b mit einer n Matrix wiein Ab-
schnitt 2.3 angegeben, die den Gaul3-Jordan-Schritt beschreibt. Die Matrix (n—1,)
hat genau eine von Null verschiedene Spalte, namlich diei-te. Folglichist Agb =
AZb « (A3h); = 0. Die zweite Behauptung folgt nun mit Lemma 3.4.7. 0

Wir werden in den Ubungen ein Beispiel kennenlernen, bei dem man unter An-
wendung der steilste-Anstieg-Regel in einer degenerierten Ecke hangenbleibt und
zykelt, d.h. es gibt eine Folgevon Basen By, . . ., Bx = By, so dal3 der Simplexalgo-
rithmus unter Anwendung dieser Pivotregel von B; nach B;; wechselt.

Kleine Rundungsfehler heben Degeneration auf. Es war lange Zeit Lehrmeinung,
da3inder PraxisZykeln nicht auftritt. In letzter Zeit wird haufen sich aber Berichte
Uber Zykeln bel sehr grofien, strukturierten Probleminstanzen.



Version vom 26. Oktober 2000 49

Satz 3.6.4 Bei Anwendung von Bland's rule zykelt das Smplexverfahren nicht.

Beweis. Sei By,...,Bx=B;einZykel undBi,; =B\ {e} U {fi} und

3= Jer=Uth}

Sei t = g = fj der grofdte Index in J. Wenn t in die Basis B; aufgenommen wird,
miissen wegen Bland'srulediereduzierten Kosten aller Elementein J nicht-positiv
sein, speziell gilt dies fur das Element s := f;, welches in die Basis aufgenommen
wird, wenn t die Basis verlal3t. Wir haben also

Co— CBTjAfBle,s <0
C—CaAgAs > 0
und somit

CsAAs—CgA5As<O. (3.1)

Bel der Wahl des basi sverlassenden Elementeskommen jeweilsdie Elemente k mit
(A3b)x = 0inBetracht. Wennt die Basis verladt, mui al so wegen Anwendung von
Bland'srule (AgA.s)c < Ofir allek € BN J\ {t} sein. Daferner B; \ J C B; ist
erhalten wir insgesamt

CeABAs—CaAGAs = (Cg —CaAGAR)AGAS
(c — cg A A) (A5 As)
—_—

>0 >0
+ (Crgqn — S8 AEAIB 1) AaAs)ine\ (1)
<0 <0
+ (Cgrg —CoAEAENE)(ABA)EN
N a ’
>0
im Widerspruch zu (3.1). O

Damit konnen wir nun Endlichkeit und Korrektheit des Simplexverfahrens bewei-
sen.

Satz 3.6.5 (Korrektheit des Smplexverfahrens) a) Bei AnwendungvonBland's
rule stoppt das S mplexverfahren nach endlich vielen Schritten.
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b) Wenn das Smplexverfahren stoppt, und c™ —cg AZA £ 0ist, soist das Pro-
blem unbeschrankt, andernfallsist B eine optimale Basis.

Beweis. Esgibt nur endlich vieleBasen, namlich () viele. Wegen Satz 3.6.4 und
Lemma 3.4.7 wird jede Basis hochstens einmal besucht. Der Rest folgt aus Propo-
sition 3.4.4 und Lemma 3.4.9.

3.7 Bemerkungen zur Numerik

Es ist nicht-trivial, einen numerisch stabilen LP-Code zu schreiben. Es gibt im
Netz eine lange Liste von Standardbei spielen, die gangige numerische Schwachen
von Codestesten. Wir wollen hier mit ein paar Bemerkungen Probleme und M 6g-
lichkeiten der LP-Numerik anreif3en.

Bel einer Implementierung wird man natrlich nicht das ganze Tableau abspei-
chern. FUr die Basisspalten genugt es, ihre Nummern zu kennen, da sie nur die
Einheitsmatrix enthalten (genauer sollte man sich die zugehorige Permutation mer-
ken). Das ergibt allerdings zusétzlichen Buchhaltungsaufwand, den wir uns hier
Sparen.

In der Praxis hat man es haufig mit dinnbesetzten Matrizen zu tun, das sind solche,
bei denen die meisten Eintrage Null sind. Hier setzt man (wie auch schon in der
numerischen linearen Algebra) “ sparse matrix” Techniken ein.

Ublicherweise wird man auch weder stets neu A} noch das Tableau berechnen,
Beim Basiswechsel von B nach B’ geht nach Abschnitt 2.3 A}, durch Multipli-
kation mit einer n-Matrix aus A3 hervor. AuRerdem bendtigt man zur Auswahl
der nachsten Basis nur die reduzierten Kosten und die Daten der Pivotspalte. Al-
so geniigt es z.B., solange Eintrage der reduzierten Kosten zu berechnen, bis man
einen positiven Eintrag gefunden hat. Dann berechnet man die Eintrage in der Pi-
votspalte zur Wahl der Pivotzeile, andert die Basis und die Inverse. Es empfiehlt
sich, wegen der Fehlerfortpflanzung bei der Matrixmultiplikation hin und wieder
eine volle Matrixinversion durchzufuhren.

3.8 DieZwephasenmethode

Wir wollen nun zu einem beliebigen linearen Programm in Standardform ein Hilfs-
problem konstruieren, das die Voraussetzungen zur Anwendung des Simplexver-
fahrens erfullt und dessen Optimalldsung eine zulassige Basis des Ausgangspro-
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blems bildet. Sei also

max c'x
(P) unter Ax=bhb
X>0

ein lineares Programm in Standardform mit einer beliebigen Matrix A € R™".
Das zugehorige Hilfsproblem ist dann

max = Z.n:l Yi
(H) unter Ax+y=Db
X,y >0

mit StartbasisB = {n+1, ..., m+n}. Die Startbasi s besteht also nur aus den kiinst-
lichen Schlupfvariablen, deren Summe wir minimieren wollen.

Proposition 3.8.1 a) (A1) hat vollen Rang und B ist zulassige Startbasis.
b) Ist der optimale Zielfunktionswert von (H) ungleich 0, soist (P) unzulassig.

c) Ist(x,0) eineoptimale Basislosung zur BasisB' C {1,...,n} fur (H), soist
X zulassig Basislosung zur Basis B’ fur (P) und A hat vollen Rang.

Beweis. Dieerste Behauptungist wegenb > Otrivial. Wenn x zulassig fur (P) it,
soist (x, 0) zulassig fur (H). Dader Zielfunktionswert von (x, 0) bzgl. (H) Oist und
y > 0 gilt, folgt der Rest. O

Wenn man nun nach Losen des Hilfsproblems (wir sprechen von Phase I) einen
Zielfunktionswert O erreicht hat aber noch eine kiinstliche Schlupfvariabley; in der
Basisist, so kdnnen wir diese gegen ein beliebiges Element x, k € {1, ..., n} mit
(AgAx)i 7 0 austauschen, denn mit B” := B'\ {n+i} U {k} haben wir, wenn wir
A=AZA

A =nAg
mit
i
_ &
1 0 g—kk 0
— Ak
0 1 2 0
n = . 1 .
ilo 0 i 0
00 — &k 1
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Nunist (A2 b) =0, also Ad,b = nAgb = Adb.

Gibt eskein solches x,, soist wegen (A3)i.(A,b) = (0, . . ., 0) die Zeile redundant,
kann also gestrichen werden. (Genauer, wenn y; das i-te Basiselement ist, so ist
(AQ)ig =& aso (Ag)j = 1, dsoist diej-te Zeile von (A, b) eine Linearkombi-
nation der {ibrigen Zeile. Die Matrix hatte aso nicht vollen Rang. Da nur Aqui-
valenzumformungen durchgefuihrt wurden, hat die transformierte Matrix, aus der
die Nullzeile gestrichen wurde, den gleichen Rang, definiert also ein aquivalentes
Gleichungssystem).

Iteriert man diese Vorgehensweise, so endet man mit einer regularen Matrix A und
einer Basis, die keine kiinstliche Variable mehr enthalt. Nun kann man die kiinstli-
chen Variablen mit ihren Spalten streichen und den Simplexalgorithmus bzgl. der
Originalzielfunktion starten.

Wir erhalten also folgenden schematischen Ablautf:

Eingabedaten: A € R™" b € R™ b > 0, partielle zulassige Basis B (eventuell
leer), c € R".

Phase 1a: Erganze B durch kiinstliche Schlupfvariablen zu voller Basis, und mi-
nimiere die Summeder kiinstlichen Schlupfvariablen mit dem Simplexal go-
rithmus.

Phase 1b: Enthalt die optimale Basisnoch kiinstliche Variablen, pivotieresie hin-
aus. Ist diesnicht moglich, streiche die zugehorige Zeile, Spalte und das Ba-
siselement.

Phase 1c: Streiche alle Spalten kuinstlicher Schlupfvariablen.

Phase 2. Optimiere das Original problem mit dem Simplexverfahren.

Beispiel 3.8.2 Wir betrachten folgendes Lineares Programm

max —-3x; + 2% + 2% - 4 — 2Xs
unter -2X; + X + X3 + x5 = 3
2% + X + X4 = 2
X1 + X + X4 =7

Als erste Basisvariable kdnnen wir x; oder xs wahlen. Fur die zweite und dritte
Ungleichung brauchen wir kinstliche Schlupfvariablen. Das Hilfsproblem lautet
dann:
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max “Yi—Y2
unter —2X; + X, + X3+ Xs =3
—2X1 + X+ X +y1 =
X1+ X+ X t Y =
Wr erhalten also folgende Tableaus:
000 O O0-1-1|0 -1 20 2000|9
322 -4 -2 0 0|0 -7 4 4 -4 00 0|6
211 0 1 0 0|3 -2 11 01003
210 1 0 1 0]2 -2 1] 0 101 0|2
110 1 0 0 17 1 10 10017
300 0O0-20] 5 00 0O 00 -1 -1 O
104 -80-40[-2 00 4 80 & I|=
001-11-10|1 001 -11 -1 o] 1
-210 10 10| 2 01 0 10 Y 2|16
300 00 -1 1|5 10000?233

Beimletzten Tableau ist diekinstliche Ziel funktion Null und man hat mit (g, 1—3?, 1,0,0)
eine zulassige Basislosung zur Basis B = {1, 2, 3} gefunden. Nun kann man die
kunstliche Zielfunktion sowie die kunstlichen Variablen streichen und erhalt das
optimal e Tableau

000 -4 -4
001 -1 1] 1
010 1 0%
100 0 of 3.

Wir haben nun auch noch insgesamt folgenden Satz gezeigt:

Satz 3.8.3 Wenn ein lineares Programm zulassig und beschrankt ist, so wird das
Optimum an einer Ecke angenommen.

Beweis. Ist das Programm zulassig, so findet man in Phase 1 eine zulassige Ecke.
In Phase 2 terminiert der Simplexalgorithmus, da das Programm beschrankt ist in
einer optimalen Ecke. O
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3.9 Sendtivitatsanalyse

Anhand des optimalen Tableaus kann man verschieden Informationen tber Ande-
rungen der Losung bei Anderung der Eingangsdaten herleiten. Wir wollen dies an-
hand zweier Beispiele diskutieren.

Beispiel 3.9.1 AngenommenindemBeispiel der Dungemittelfabrik (3.1.5) erfande
ein Chemiker eine neue Formel fir einen Dinger, der als Rohstoffvektor Az =

(3,2,2)" pro Tonne bendtigt. Wie teuer muR das Unternehmen das Produkt ab-

setzen konnen, damit die Produktion nach dieser Formel sich lohnt? Anstatt das
lineare Programm von vor ne zu 18sen, kdnnen wir auch einfach ausnutzen, daf3die

reduzierten Kosten bzgl. der gegenwartigen Basis ¢z — ¢y A2A 3 sind. Damit eine

Aufnahme dieses \ektors in die Basis eine echte Veerbesserung bringt, muf3 also

3
s > (10,10,0) | 2
2

= 50

sein. Anhand der reduzerten Kosten kann man also Auswirkungen bei Einfulhrung
einer neuen Variablen studieren. Auf3erdem ist offensichtlich die Optimalldsung
bei Anderungen der Kostenfunktion in der Nichtbasis je sensibler, je geringer die
reduzierten Kosten sind.

Im zweiten Beispiel wollen wir die Sensitivitéat gegeniiber Anderungen der rech-
ten Seite studieren. Offensichtlich bleibt, da sich die reduzierten nicht andern, ei-
ne Basis optimal gegen Anderungen der rechten Seite um einen Vektor ¢, solange
Ad(b+¢) > 0ist. Aus dieser Beziehung kann man fiir die rechte Seite obere und
untere Schranken ausrechnen. Standardpakete fiir die lineare Programmierung bie-
ten eine Sensitivitatsanal yse an.

Beispiel 3.9.2 Betrachtenwir dasBeispiel der Olraffinerieso liefert CPLEX aber
sogar die Schranken, in denen sich dierechte Seite andern darf, ohnedal3 der Ziel-
funktionswert sich wesentlich andert.

CPLEX> di splay sensitivity rhs
Di splay RHS sensitivity for which constraint(s): -

RHS Sensitivity Ranges

Constrai nt Nane Dual Price Down Current
RB1 -2.8980 3457. 4074 4000. 0000
RB2 - 8. 2560 3422. 2222 5050. 0000

RB3 -7.1360 3437. 5000 7100. 0000

Up
6344. 1176
27311. 1111
10810. 1852
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RB4 -8.0640 1453. 5714
85 0. 4160 -14650. 0000
™0 0.4293 zero
5 0. 4160 -14650. 0000
NF1 zero -infinity
NF2 zero 3985. 0000

Setzen wir dierechte Seite von O85 allerdings nur auf .000018, so scheint sich die

55

4300. 0000
zero
zero
zero

15000. 0000
10000. 0000

Losung bereits zu andern. Allerdings haben wir es hier offensichtlich mit Entar-
tung zu tuen, so dal3 wir nicht auf eine Anderung der Basis schlief3en dirfen.

CPLEX> di spl ay probl em al
M nimze

ZIEL: - 9.97 X11 - 11.93 X12 - 14.13 X13 - 7.84 X21 - 9.8 X22 -
- 4.64 X31 - 6.6 X32 - 8.8 X33 - 2.24 X41 - 4.2 X42 - 6.4 X43

Subj ect To
RB1: X11 + X12 + X13 <= 4000
RB2: X21 + X22 + X23 <= 5050
RB3: X31 + X32 + X33 <= 7100
RB4: X41 + X42 + X43 <= 4300

B5: - 17 X11 + X21 + 6 X31 + 14 X41 >= 0.000018
@0: - 22 X12 - 4 X22 + X32 + 9 X42 >= 0

@05: - 27 X13 - 9 X23 - 4 X33 + 4 X43 >= 0

NF1: X11 + X21 + X31 + X41 >= 15000

NF2: X13 + X23 + X33 + X43 <= 10000
Bounds

Al variables are >= 0.
CPLEX> optim ze

Usi ng devex.
Primal - Optimal: Objective = - 1. 3862559999e+05
Solution tinme = 0.00 sec. Iterations =0 (0)

CPLEX> di splay solution variables -
Vari abl e Name Sol uti on Val ue

X11 3485. 806452
X13 514. 193548
X21 5050. 000000
X31 7100. 000000
X41 829. 193550
X43 3470. 806450

Al'l other variables in the range 1-12 are zero.

7962. 5000
39850. 0000
25617. 8571
11385. 7143
16465. 0000

+infinity

12 X23



