Kapitel 2
Lineare Gleichungssysteme

Eine der wichtigsten numerischen Aufgaben ist das L osen von Gleichungssyste-
men, denn dieses Problem taucht in vielen Verfahren a s Teilproblem auf. Hierzu
gibt esim wesentlichen zwei Typen von Algorithmen. Die direkten Verfahren, die
in endlich vielen Schritten eine Losung berechnen, die mit Rundungsfehlern und
Ihren Konsequenzen behaftet ist. Andererseitsdieindirekten, iterativen Verfahren,
die abbrechen, wenn eine ,gewisse” Genauigkeit erreicht ist. Wir werden uns aus
Zeitmangel nur mit direkten Verfahren beschaftigen.

Im gesamten Kapitel werden wir folgende Fragestellung untersuchen. Gegeben
seien A € R™" b € R™ Gesucht ist ein Vektor x € R" mit Ax = b.

2.1 Gauleimination und LU-Zerlegung, Pivotstra-
tegien
Diese Aufgabenstellung ist bereits in der ,Mathematik fur Chemiker und Wirt-

schaftsinformatiker* behandelt worden. Wir wollen das dort vorgestellte Elimina-
tionsverfahren etwas implementationsnaher darstellen und untersuchen.

Znachst einmal wiederholen wir die Vorgehensweise anhand eines Beispiels.

Beispid 2.1.1 Sdi
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1 1 1110 [1] 1 1 1]10
-1 0 00/-4 0 [1] 1 1| 6
0 -1 00|-3 0013’
0 0 -10|-2 0 0 0 1|1

Und wir erhaltenalsLosung x4 = 1, X3 = 3-1=2% =6-2-1= 3% =
10-3-2-1=4.

Vereinfacht formuliert geht man so vor, dal3 man von links nach rechts mit den
Diagonal elementen eine Gaul3elimination durchfuhrt, d.h. man formt das System
so aquivalent um, dal3 unter dem Pivotelement nur noch Nullen stehen. Notieren
wir zunachst den Gaul3eliminationsschritt bzgl. des Elementes g;;.

def gausselinmAi,j):
for | in range(i+1,n):
Alj=All,]]
ALl :T=AL, ] -ALJTAT, JT*ALL, ¢ ]

Bel der Bestimmung des Pivotel ementes entlang der Diagonalen kann der Fall ein-
treten, dal3 @;; = Oist. Gibt esdann einay Z 0 mitk > jund | > j, so vertauschen
wir diek-teundj-te Zeile, sowiel-teund j-te Spalte, merken uns, dal3in der L dsung
dielndizes| undj vertauscht werden mussen und filhren eine Gauf3elimination mit
g; durch.

def gaussal g( A b):

d=m n([mn])
i ndex=range(0, n) # Pernutation der Variabl en
C=concatenate((A b), 1) # Verschnel ze A b nebenei nander
for k in range(d):
if dk,k]==
pi votfound,i,j = findpivot(C,index,k)
i f pivotfound == 0:
br eak
el se:
if i !=k: # swap rows i and k
swaprows(C, i, k)
ifj!=k: # swap col umms
swapcol ums(C, i ndex, |, k) # and variables j and k

gaussel i m(C, k, k)
sol vabl e, x = conpute_x(C, i ndex)
return sol vabl e, x
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Abschlieffend konnen wir nun anhand der transformierten Matrix feststellen, ob
das Gleichungssystem |osbar ist und, wenn ja, eine spezielle Losung bestimmen.

def conpute x(C, ind):

# C=[Al b], wobei A eine obere Dreiecksmatrix mt nxk= n ist.
# Wr | oesen das System Ax=b unter Beruecksichtigung der

# Pernutation index fuer x.

if soivable
x[ind[d]]=Cd,n]/Cd,d]

for i in range(1l,d+1): # for(i=1,i<d+1,i++)
x[ind[d-i]]=Cd-i,n]
for j in range(0,i):

x[ind[d-i]]=x[ind[d-i]]-Cd-i,d-j]*x[ind[d-]]]
x[ind[d-i]]=x[ind[d-i]]/Cd-i,d-i]
return sol vabl e, x

Bemerkung 2.1.2 Grundsatzlich sollte man bei numerischen Berechnungen we-
gen der Rundungsfehler Abfragen nach Gleichheit vermeiden. So sollte fur wirk-
liche Berechnungen in den oberen Routinen z.B. stets anstatt der Abfrage x! = 0
besser |x| > e fUr eine kleine Konstante abgefragt werden.

2.2 LU-Zerlegung

Wir wollen nun noch etwas detaillierter den Fall untersuchen, dal3 A ein reguléare
Matrix ist. Speziell ist die Matrix dann quadratisch und wir definieren:

Definition 2.2.1 Sai A eine (n x n) Matrix. A heil3 obere Dreiecksmatrix, wenn
V1<i<nVvi>j<n:A;=0ist Analog definieren, die untere Dreiecksmatrix,
wennV1<i<nVi<j<n:A;=0ist.

Die folgenden Uberlegungen sind niitzlich, wenn das System Ax = b mit festem
A aber variierendem b zu 10sen ist. Zunachst halten wir fest, dald wir uns bel re-
gularem A bei der Suche eines Pivotelementes auf die aktuelle Spalte beschranken
konnen.

Proposition 2.2.2 Sai A eineregulare (n x n)-Matrixund 1 < d < n so, dal3 fur
alle0<j<dundallei >j Aj; =0ist, d.h. Ahat in den erstend — 1 Spalten die
Gestalt einer oberen Dreiecksmatrix. Dann gilt: 9d <i < n: Aq #0.
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Beweis. Wennvd < i < n: Ag =0, so haben die ersten d Spalten Nichtnullein-
trage nur in den ersten d — 1 Zeilen, sind also linear abhangig im Widerspruch zur
angenommenen Regularitat von A. O

Unter der Annahme, dal3 nur Zeilenvertauschungen durchgefuihrt werden, konnen
wir nun alle Transformationen, die im Gauf3al gorithmus durchgefiihrt werden als
Multiplikation des Systems[A|b] von links mit einer geeigneten Matrix schreiben.

Definition 2.2.3 Eine (n x n) Matrix der Gestalt

1

heil3t Transpositionsmatrix. Ein Produkt von Transpositionsmatrizen nennen wir
eine Permutationsmatrix.

Bemerkung 2.2.4 DieLinksmultiplikationeiner (mx n)-Matrix A mit P{' bewirkt
die Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile. Die Rechtsmultiplikation von A mit
Pii bewirkt die Vertauschung der i-ten mit der j-ten Spalte.

Proposition 22,5 a) Transpositionsmatrizensind selbstinvers, d.h. PP = I,.

b) Eine (n x n)-Matrix A ist eine Permutationsmatrix genau dann, wenn A €
{0,1}™" und fur jedesi € {1,...,n} enj; € {1,...,n}undeinj, €
{1,...,n} existieren mit Ag =g, undg'A=g,.

Beweis. Ubung. O

Auch ein Gaul3eliminationsschritt 1&3t sich als Linksmultiplikation mit einer ge-
eigneten Matrix schreiben.
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Definition 2.2.6 Eine (n x n) Matrix der Gestalt
d

d 1

—Od+1,d

0

_gn,d 1

hei (3 Frobeniusmatrix. Seunterscheidet sich nur in der d-ten Spaltevon einer Ein-
heitsmatrix. Wir konnen also schreiben

Gd = |n - gdeg mit Od = (0, o ,0, Oa+1,dy - - -5 gn,d)~

Ein Gaul3eliminationsschritt bzgl. des Elementes agg wird bewirkt durch Links-

multiplikation mit einer Frobeniusmatrix, bei der gig = %.

Bemerkung 2.2.7 Die Frobenius Matrix Gq ist regular und man rechnet nach:

-1 — Jo=

Proposition 22.8 a) Ist Pj eine Transpositionsmatrix miti, j > d, so gilt
PIGG"P} = Pj(ln + gued )P} = In + (Pjaa)ey -

b) SndPj;,...,P}; Transpositionsmatrizenmiti, j, > d, so gilt

k k k
I + ((H Pi?h)gd)egi— = H Pi?hGal H Pir:<+1—|ik+1—|'
1=1 1=1 1=1

Beweis. Ubung. O
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FUhren wir den GauRalgorithmus bei einer regularen Matrix A durch, so kdnnen
wir diesauch durch eine Multiplikation mit einer Folge von Frobenius- und Trans-
positionsmatrizen beschreiben. Nach elner Gauf3elimination kdnnen wir den Spei-
cherplatz unterhalb des Diagonal elementes gqq zur Abspeicherung des Vektors gy
nutzen. Der folgende Satz verdeutlicht, warum es sinnvoll ist, alle weiteren Zei-
lenvertauschungen auch mit dem gy-Vektor durchzufhren. Genauer gilt:

Satz 2.2.9 (Satz von der Dreieckszerlegung) Sei A € R™" eine regulare Ma-
trixundseienP,,... P! ., undGy,. .., Gy diebendtigten Transpositions- bzw.
Frobeniusmatrizen. Setzen wir

n-1 nk-1
P = HPﬂ(k und L= H (' + (H Pln_Jn—J) gqu—)

k=1

und bezeichnen mit U die Transformierte von A, dann ist L eine untere Dreiecks-
matrix und es gilt
PA = LU.

Beweis. Zunachst einmal ist |, + (H” P ) k€. offensichtlich wieder eine

Frobeniusmatrix. Somit ist L das Produkt von Frobeniusmatrizen mit von rechts
nach links wachsendem Index, also (!) eine untere Dreiecksmatrix. Die Behaup-
tung folgt nun, daU = [io; Go«P!,Aund

n-1 n—k-1 n-1
LU = (|n + (H P,njn_1> gkek> (H Gn_kP{‘n_kk> A
k=1 =1 k=1
n-2 n—k-1
( (H PIan ]) gkq—!) G:lGn—l
k=1

|n 1n-1 (H Gn kPIn kk)
n-3

H( ~)In+ P10 261-2)

|n 1n-1 (H Gn kPIn kk) A

H( ~ )Pirl_ln 1G_:L in-1n- 1F)|r:1 n- 1G -2

IIIIZI
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n-1
P -2 (H Gn—kPinn_kk) A

k=3

n—-d-1 d-1 . d-1
I ( Pinn_jn—j> G (H P?n_dﬂn—dﬂ)
k=1 ' i=1
n-1
( Pirl—kn—k> G”‘dpir:w—dn—d (H Gn‘kpir:u—kk) A

k=d+1

=1
-1

o

=~
1

1

PA.

O

Bemerkung 2.2.10 Wr hatten bereits angedeutet, dafd die LU-Zerlegung niitzich
ist, wenn man Ax = b fUr verschieden Vektoren b 16sen mul3. Dafur berechnet man
zunachst Lc = Pb. Da L eine untere Drelecksmatrix ist, lafét sich das durch eine
einfache Rekursion 1osen. Nun berechnet man Ux = c. Insgesamt gilt dann Ax =
PlPAX=PLUx=PLc=P*'Pb=h.

Analysieren wir die Komplexitéat des Algorithmus, so sind fir den d-ten Gaul3eli-
minationsschritt (n—d + (n—d)?) Multiplikationen und (n - d)? Additionen durch-
zufuihren. Abgesehen von der Pivotsuche erdlt man einen Aufwand von %3 —3 Mul-
tiplikationen und ”—33 - ”—22 + & Additionen. Bei der Losung von Ux = Pb betragt der
Aufwand () =% -1 Additionenund (') = % + I Multiplikationen.

Bemerkung 2.2.11 Bei der Pivotsuche sollte man aus Grinden der numerischen

Sabilitat nach moglichst grofen Eintragen suchen. Fuhrt manallerdingseine Spal -
tenpivotsuche durch, so empfiehlt es sich, vorher das Maximum der Zeilen zu ska-

lieren.

2.3 Gaul-Jordan Algorithmus

Anstatt nur unterhalb des Pivotelementes die Variable zu eliminieren, kann man
dies natirlich auch oberhalb der Diagonale tun. Wir erhalten so die Gaul3-Jordan-
Elimination.

def gaussjordanelinm(Ai,j):
Aij=A,]]
Ali,:]1=A, ] TA ]
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for k in range(i)+range(i+1,n):
A kj=Alk,|]
ALk, :1=Ak,:]1-Ali,:]1*AKj

Analog zu dem Vorherigen kann man diese Eliminationsschritte zu einem Algo-
rithmuskombinieren, bel demin A eine Einheitsmatrix Ubrigbleibt und rechter Hand
eine L osung des Gleichungssystems steht.

Vorteile hat man beim Einsatz von Vektorrechnern, ansonsten ist die Komplexitat
um einen Faktor drei schlechter als eben. Den Gaul3-Jordan-Eliminationsschritt
werden wir alerdingsin der Linearen Programmierung noch intensiv benutzen.

Auch den Gauf3-Jordan-Eliminationsschritt kann man als Linksmultiplikation mit
einer Matrix beschreiben. Dies hat bei eine Pivot auf dem Element a; die Gestalt

i
L
1 2y

aj

1
_ a;j
G = 841
a

0

T8
ajj 1

und wird als n-Matrix bezeichnet. Die i-te Spalte wird auch n-Vektor genannt.

2.4 Wiederholung tiber Eigenwerte

Definition 2.4.1 Sei Aeine(nx n)-Matrix Uber einemKorper K. EineZahl A € K
heif3t Eigenwert von A, wenn esein x € K"\ {0} gibt mit Ax = Ax. Jeder solche
Vektor x # O heif3t Eigenvektor von A zum Eigenwert \. Ist A eine Matrix mit kom-
plexwertigen Eintragen, so bezeichnen wir mit A* die zu A transponierte, komplex-
konjugierte Matrix. Ist A = A*, so nennen wir A hermitesch. Eine Matrix Q heif3t
orthogonal, wenn Q' Q =QQ" =1.

Eine reellwertige Matrix ist hermitesch genau dann, wenn sie symmetrisch ist.

Lemma 2.4.2 Hermitesche Matrizen haben nur reelle Eigenwerte.

Beweis. AX =X = xX*A* =x*A= X" = AX*X = X*A*X = XX = A= A O
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Satz 2.4.3 Ist A eineredllwertige, symmetrische Matrix, dann gibt es eine ortho-
gonale Matrix Q, so daR QAQ' = D eine Diagonalmatrix ist. Die Spalten von Q
bilden eine Orthonormalbasi s aus Eigenvektoren.

Beweis. vgl. Mathematik fur Wirtschaftsinformatiker, Kapitel V. O

Wir nennen A = Q' DQ die Hauptachsentransformation von A, dadie Eigenwerte
von A die Diagonaleintrage von D sind und die Eigenvektoren die Zeilen von Q.
Ist D eine Diagonalmatrix undy der Vektor der Diagonal e ntrage, so schreibenwir
auch D = Diag(y).

2.5 Cholesky-Faktorisierung

Die Resultate des letzten Abschnitts besagen, dal3 man eine symmetrische Ma-
trizen A durch Drehung und Spiegelung des Koordinatensystems in eine Diago-
nalmatrix UberfUhren kann, welche die Eigenwerte von A auf der Diagonale hat.
Sind diese alle nichtnegativ, so kann man aus A die ,Wurzel ziehert*. Solche Ma
trizen werden beim sogenannten Newton-Verfahren in der nichtlinearen Program-
mierung eine Rolle spielen.

Definition 2.5.1 Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann heil3t A positiv
definit fallsx"Ax > O fur allex € R"\ {0}.

Im folgenden werden wir zeigen, wie man bei positiv definiten Matrizen das Glei-
chungssystem Ax = b noch effizienter [6sen kann.

Proposition 2.5.2 Eineredllwertige, symmetrischeMatrixist positiv definit genau
dann, wenn der kleinste Eigenwert A\, > Oist.

Beweis. Die Bedingung offensichtlich notwendig, da aus Ax = \x sofort x" Ax =

A||x||? folgt. Umgekehrt, sei by, . . ., b, €ine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
Zu den Eigenwerten \; > ... > A\, > 0. Dannist

x" Ax

i=1 J—l
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SndEV n
TIET S h)XB)Ab b,
ij=1
n
biSind_ONB Z T 2
= )\i(X bj)
=1
x70,Ai>0
>

O

Proposition 2.5.3 Sai A € R™" symmetrischund positivdefinitundl C {1,...n}.
Dann ist auch A, ; symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Offensichtlichist A ; symmetrisch. Angenommen sie ware nicht positiv
definit, dann gdbe esein X € R' \ {0} mit X" A ;X < 0. Wir definieren x € R"

durch
_ | % fdlsiel
X=10 sonst.

Dannist x Z 0und x" Ax = X" A; ;% < 0im Widerspruch zur positiven Definitheit
von A. O

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun folgenden Satz zeigen.

Satz 2.5.4 (Satz von der Cholesky-Faktorisierung) Sa A € R™" symmetrisch
und positiv definit. Dann existiert eine eindeutig bestimmte, regulare untere Drei-
ecksmatrix Lmit A=LL" undL; >O0furi=1,...,n.

Beweis. Wir fulhren vollstandige Induktion Uber n. Im Fall n = 1ist A = (a3;) mit
a1 > 0 und wir setzen L = (y/ay1). Sel alson > 1. Wir zerlegen A als

— An—l,n—l b
A= ( e 0 ) |

Wieoben gezeigt ist Ar-1 -1 positiv definit und symmetrisch. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es also genau eine regulare untere Dreiecksmatrix Lp-; mit positi-
ven Diagonaelementenund Ly L., = Aqq n-1. JedesL wiein dem Satz behauptet
hat also notwendig die Form
— I—n—l,n—l 0
L= < ¢’ lnn ) '
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Setzen wir ein, so erhaten wir

A= An—l,n—l b — Ln—1 0 LnT_l C
bT an,n CT | n,n O | n,n

und somit als notwendige und hinreichende Bedingungen L-;¢ = b und ||c||? +
|2, = @nn. Lo ist regulér also kdnnen wir ¢ = L1, b setzen. Die Behauptung folgt
nun, wenn wir zeigen konnen, da3 a, , — ||c||?> > 0 ist. Dafiir betrachten wir x™ =
(c"L:%, -1). Dannist x # 0 und somit

n-1»

0 < x'Ax

X Arin1 b L) 'c
b"  an, -1

7 ( Loalna(Li)'c-b
¢ Lya(Lim) = anp

T 1 _ 0
I R

ann = ||cl|*.

O

FUr die Berechnung der Chol esky-Faktorisierung betrachten wir das Zustandekom-
men der einzelnen Eintrage von A.

max{i,j}

n
ajj = I—i.l—,—]!— = Z liljk = Z likcljk-
= =

Wir konnen daraus leicht rekursiv die Eintrage von L ausrechnen und erhalten fol-
genden Algorithmus:

def chol esky(A):
n=A. shape][ 0]
L=zeros((n, n))
try:
for k in range(n):
L[k, k] =sgrt (Al k, k] -dot (L[ k,:],L[k,:]1))
for I in range(k+1,n):
L[I,k]=(A[l,k]-dot (L[I,:],L[k,:]))/L[k,K]
except:
print "Matrix nicht positiv definit"
return L
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Anaysierenwir den Rechenaufwand des Verfahrens, so haben wir bei festem Zei-
lenindex | einen Aufwand von "7 = (}) Additionen, (}) Multiplikationen -1
Divisionen und einer Quadratwurzel. Aufsummiert erhalten wir 2>\, 12 = | =
neyEe)S) = w°n Additionen und Multiplikationen, (3) Divisionen und n
Quadralwurzeln D|eChoI esky-Faktorisierung lafdt sich analog zur LU-Zerlegung
zur Losung von Gleichungssystemen Ax = b benutzen. Der Aufwand betragt aber
nur etwa die Halfte des Gauldverfahrens. Aullerdem ist dieser Algorithmus nume-
risch stabiler.

Beispiel 2.5.5 Wr betrachten die Matrix

1 -1 -1 -1
| -1 2 0 o0
Al .1 0 3 1
-1 0 1 4

und berechnen
|1,1 = \/17 |2,1 =-1, |3,1 =-1, |4,1 =-1,

|2,2:\/2_(_1)2:17 |3,2:(O_(_1)*(_1))/1:_1a

2= (0= (=1) = (-1))/1 =1,

155 = V31 L= 1, ls = (1= (1)« (1) - (1) * (-1))/1,
lia=vA-1-1-1=1

also
1 -1 -1 -1 1 0 00O 1 -1 -1 -1
-1 2 0 0O|_| -1 1 00O 0 1 -1 -1
-1 0 3 1] | -1-1 10 0O 0 1 1
-1 0 1 4 -1 -1 -1 1 0O 0 0 1

2.6 Matrixnormen

Im diesem Abschnitt wollenwir Uberlegungen zur numerischen Stabilitat von Ope-
rationen der Linearen Algebrabeginnen. In der Mathematik fir Chemiker und Wirt-
schaftsinformatiker ist bereits Fehlerfortpflanzung von rel lwertigen Funktionen be-
sprochen worden. Wir erinnern daran, dald dort die Linearisierung (Ableitung) der
Funktion eine Mal3zahl fur die numerische Problematik des Ausdrucks gab. Wie
sieht dasim Mehrdimensi onal en aus? Daf Ur werden wir Normen von Matrizen stu-
dieren.
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Definition 2.6.1 Sei X ein Viektorraum Uber R. Eine Abbildung || - || : X — R heift
Norm, wenn

(N1) |[x|]| =0« x=0,
(N2) Ya € R : |lax| = |af||X]|; (Homogenitét)

(N3) [[x+y| < |[x|| +|lyll; Dreiecksungleichung).

Ein Vektorraum mit Norm hei 3t normierter Vektorraum.

Wegen 0 = ||[x = X|| < [|X]| + || = X|| = 2||x|| gilt stets ||x|| > 0. Zu einem normier-
ten n-dimensionalen R-Vektorraum X und einem normierten m-dimensionalen R-
Vektorraum Y gibt eseine natiirliche Norm auf dem Vektorraum der (mxn)-Matrizen
uber R.

Proposition 2.6.2 Seien X, Y normierte R-Vektorraume der Dimension n bzw. m
mit Normen || - ||x, || - ||y.- Dannist die Abbildung || - ||x_y : R™" — R definiert
durch

AX|ly
||A||X—>Y = Sup H HY = max ||AX||Y
ermqor |IXIIx  IXIx=1

eine Normauf demVektorraumder linearen Abbildungenvon X nach Y, dienatirli-
che Norm.

Beweis. ad N1: max =1 || AX|ly = O impliziert mit der Homogenitét, dal3 Ax = 0
fur alex € R". Also stellt A die Nullabbildung dar und somit haben wir A = 0.
ad N2: max =1 || aAX|ly = maXx=1 o [|AX]ly = |af maX =1 [|AX]|y.

ad N3:

max [[(A+B)x[ly < max ([|Ax]|y +[[Bx||y)

X< IXx=1
< max [|Ax]| + max ||By]y.
IXx=1 Iyilx=1

O

Wegen || Allx—y > IAX|lv/[[X]|x gilt nun stets ||AX|ly < [|Allx-y||X||x - Fur nattrli-
che Matrixnormen von Endomorphismen (linearen Abbildungen innerhalb eines
festen Vektorraumes X) gilt ||I|| = 1 und ||AB|| < ||Al|||B||. Letzteres folgt aus

IABX][x < [[Allx-xI[BX[x < [|Allx-xIIBllx-x|X]lx-
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Beispiel 2.6.3 Wir betrachten die im letzten Kapitel bereits eingefuihrten Normen
- Nl |l < 25 I - |loo- Sind dann X = R" =Y, so schreiben wir fur die zugehodrigen
Matrixnormen kurz ebenso ||Al|1, ||All2, ||Al|«- ES gilt:

a) ||All1=mMaXjeq1, ny Do || (Spaltensummennorm),

b) (1Al = MaXic(a,..ny Y-y |&j] (Z€ilensummennorm),

c) ||A]|2 = max{v/\ | \ist Eigenwert von AT A} (Spekiralnorm).

Beweis. Zum Beweisvon a). sei x mit ||x||; = er‘:l x| = 1. Dann gilt

1A, = Zzauxj'
=1

i=1

PRENIET

ij=1
= Z(|><;|Z|a«j|>

ji=1 i=1

121: <|><,|k€r{q?§ ;mu)

[Ix |1
Z\a”
Je{l n}

Die erste Behauptung folgt nun aus ||Ag || = Y"1, |&]-

IN

IN

ad b).: Sei nunx mit ||X||oc = MaXjcqa,...ny [%| = 1. Dann gilt

1A

I
=3
R

.....

Die Behauptung folgt somit, wenn man den (1, —1)-Vektor betrachtet, der dieglei-
chen Vorzeichen hat wie die Zeile, in der das Maximum angenommen wird.
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Fur den Beweis von ¢) erinnern wir uns zunachst daran, daR es, da AT A symme-
trischist, es eine Orthonormalbasisb,, . . . , b, aus Eigenvektoren zu Eigenwerten

A1 > ... > Ay > 0von ATAgibt. Sei nunx = S0, b mit |[x|2 = VXTx =

VD oiey 8% = 1. Dannist

1AX]]3

x"AT Ax

(i i AT Ax

i=1

O BABNO  Bb)
= =1
=
i=1

< A

Die Behauptung folgt nun aus b; A" Ab; = \;b] b;. O

2.7 Kondition

Diemotivierende Fragestel lung dieses Abschnittsist: Wiewirken sich Datenfehler
bei der Aufgabe Ax = b mit einer regularen Matrix A (bel exakter Losung) auf den
Vektor x aus. In diesem Kapitel gehen wir davon aus, dal3 eine feste Vektornorm
|| - ||[rn Mit zugehoriger Matrixnorm || - ||gn_,rn gegeben ist.

Beschranken wir uns zunachst auf eine fehlerbehaftete rechte Seite
A(x+ Ax) =b+ Ab.
Hieraus ergibt sich Ax = A™*Ab und somit
|AX]| < [|A] | Abl.
Mit |[b]| < ||Al| ||| erhalten wir ||x]| > 12l und hieraus folgende Abschétzung fiir

den relativen Fehler Al
Ab|

Ibl} -

A I
< [IAH A=

Definition 2.7.1 Sei A € R™" eineregulareMatrix. DieZahl cond (A) := [|A™| ||A]]
heif3t Kondition der Matrix A.
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DieKonditionist abhangig von der gewahlten Norm. Fur die natiirliche Matrixnorm
eines normierten Raumes gilt

cond (A) = [|A| [|A]] > [|AA] = [[I]| = 1.

Um auch Auswirkungen von Storungen von A abschéatzen zu konnen, bewei sen wir
zunachst:

Lemma2.7.2 Sei A€ R™"und ||A| < 1. Dannist I, + Areguléar und

1

1
< |
1+ A — It

1-[lAlI

AT <

Beweis. Wegen ||x+ Ax— Ax|| < ||x+ Ax|| + ||Ax]| gilt:
[+ ANX[| =[x+ A = [IX]] = [|ATIXI] = (L= [IADIX]-

Folglich kann (I, + A)x = 0 nur gelten, wenn x = 0 ist, somit mul3 |, + A regular
sein. Ferner haben wir

_ (N3) _
L< [+ A Ia+ Al < I+ AT @ +[|A])

und
[ +AT = (n+ A+ +ATA= (I + ATA|
< U+ AT+ A+ I+ ATA]
< 1+ (10 + AT A
aso

I0n + A=A < 1

O
Wir sind an den Auswirkungen einer Storung von A bel der Losung von Ax = b und
damit an einer Abschatzung von cond (A+ AA) interessiert. Wir folgern deshalb:

Lemma 2.7.3 (Storungslemma) Seien A/ B € R™", A regular und ||A™]| ||B -
AJ| < 1. Dannist auch B regulér und

[
A [B=All

Bl <
87 < 1o
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Beweis. Nach Voraussetzungist [|[A(B-A)| < ||A|[|(B-A)|| < 1. Nach Lem-
ma2.7.2ist aso (I, + A™B - 1,) regulr, also auch B regular, und es gilt

1
Bl < (IBA|||AY < |IAT?
B < [[BZA A= < Hl_HA_lB_,nH
1
< AT - :
1-||AIB=A

Nun konnen wir abschlief3end folgenden Satz beweisen.

Satz 2.7.4 Seien A, AA € R™"und gelte |A™[| ||AA|| < 1. Seien x bzw. x + Ax
Losungen des Systems AX = b baw. (A + AA)(x + Ax) = b. Dann |af¥ sich der
relative Fehler abschatzen durch

|Ax| _ cond(A) [AA

[ — l—cond(A)% IAl

Beweis. Nach Voraussetzung ist [|A]| ||A + AA — A|| < 1. Also ist nach dem
Storungslemma A + AA regular und

A
IATH] I AA]]

A+ DAY < o

Aus (A + AA)(X + AX) — Ax = 0 schlieRen wir Ax = —(A + AA)AAX. Durch
Einsetzen erhalten wir

1A
IAX]] < - IAATIX]
1= (A TAA
_ IATIAL  [IAA] x|

1- [t A SAL JA]

woraus die Behauptung folgt O



