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Kapitel 1

Notation, allgemeine Grundlagen
und Rechner problematik

Was ist ein Algorithmus? Zunachst einmal handelt es sich um eine Verunstaltung
des Eigennamens Abu’ Abdallah Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi. Dieser Ma
thematiker und Astronom, um 790 in Khorezm im heutigen Usbekistan geboren,
leiteteam Hofe des siebten Kalifen der Abbessiden’ Abdallah Al Ma mun dasHaus
der Weisheiten. Von seinen Schriften sind zwel besonders interessant:

a) a-Kitab a-mukhtasar fi hisab al-jabr wa' |-mugabal a(Rechnen durch Ergan-
zenund AusgleicheninKirze). DiesesBuchist der Losung linearer und qua-
dratischer Gleichungen gewidmet, und ihm verdanken wir das Wort ,,Alge-
brd' .

b) Kitab hisab al’ adad a-hindi, der lateinischen Ubersetzung ,, Algoritmi de nu-
mero Indorum’ verdanken wir neben dem Wort Algorithmus auch die irre-
fuhrende Bezeichnung ,arabische Zahlen*. Al-Khwarizmi rechnet in 10er
Notation mit Platzhalter fur die Null.

Nach der Bereitstellung des rechnerischen Handwerkszeugs, beschaftigt sich das
erste Algebrabuch mit MalRen und Erbschaftsangelegenheiten. Die |ateinische U-
bersetzung des Buches Uiber die Zahlen der Inder fuhrte dazu, dal3 bei Rechenpro-
blemen im Italien des ausgehenden Mittelaters die Kaufleute nachschauten, was
Algoritmi dixit. In der Grundschulelernen wir die Algorithmen zur Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division.

Altere Prominente Al gorithmen sind das Sieb des Erathostenesund der euklidische
Algorithmus zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen.
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1.1 Algorithmus

Unter einem Algorithmus verstehen wir eine “ Rechenvorschrift”, die bei Eingabe
einer Probleminstanz eine Ausgabe berechnet und

a) inenem Text endlicher Lange beschrieben werden kann,

b) deren einzelne Schritte exakt und eindeutig festgelegt sind, dabel mul je-
de mogliche Situation erfaldt sein und die zugehorige Vorgehenswei se genau
spezifiziert und in endlicher Zeit durchfiihrbar sein.

¢) dieinendlichen vielen Schritten terminiert

Dieseinformelle Definition eines Algorithmus soll uns hier gentigen. In den Infor-
matikvorlesungen haben Sie gelernt, dal3 man Algorithmen formal Uber geeignete
Maschinenmodelle, wie RAMs oder Turingmaschinen definiert.

1.2 EtwasNotation

Der Allguantor ist V, der Existenzquantor 3. Wir bezeichnen mir N (Z, Q, R, C)
die Mengen der naturrlichen (ganzen, rationalen, reellen bzw. komplexen) Zahlen.
Die Menge N enthalt nicht die Null. Mit Z., (Q., R.) bezeichnen wir die nichtne-
gativen ganzen (rationalen, reellen) Zahlen.

Fur n € N bezeichnet N" (Z", Q", R", C") die Menge der Vektoren mit n Kompo-
nenten mit Eintragen in N (Z, Q, R, C). Sind E und R Mengen, so bezeichnet RE
die Menge aller Abbildungen von E nach R. Wenn E endlich ist, so betrachten wir
die Elemente von RE auch al's |E|-Vektoren und schreiben

X = (Xe)ecE-

Soweit nicht explizit anders gesagt, sind Vektoren stets Spaltenvektoren. Ein hoch-
gestelltes T bedeutet Transposition, alsoist fir x,y € R" x' ein Zeilenvektor und

als Matrixprodukt ist
n
X'y =" xyi.
i=1

Ist o eineredle Zahl, so bezeichnen wir mit

[a] =mi{X € Z | a <X}, |a] =max{XeZ|a>xX}.
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Sind a, b € R", so bedeutet

a<bseVvi=1l....n:a <b.
Sind M, N Mengen, so schreiben wir

M C N falsM eine Teilmengevon N ist,

M C N fallsM # N eine Tellmengevon N ist,

M\ N :={xe M | x ¢ N} fur die Differenz

MAN :=(M\ N) U (N \ M) fur die symmetrische Differenz
2M .= {X | X € M} firr die Potenzmenge von M.

Sind dartiber hinaus M, N C R" und o € R, so gelte

M+N = {x+y|xe M,ye N}
M-N ={x-y|xeM,ye N}
aM = {ax| x € M}.

M+ ={yeR"|Vxe M:x"y=0}

Ist R eine Menge, so bezeichnen wir mit R™" die Menge der (m, n)-Matrizen mit
Eintragenin R, dassind Matrizen mitmZeilenund n Spalten. IstA € R™" so heif3
der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte & ; oder Aj; manchmal auch ohne
Kommaim Index. Wir schreiben auch A = (ai,j)i_:_ll ..... m oder kurz A = (a;). Sind
M, N die Zeilen- bzw. Spaltenindexmengevon A, | ¢'MundJ C N, sobezeichnen
wir mit A ; die Matrix (& j)ici jes, Statt A; n (Aw,g) schreiben wir kurz A (A ;). Mit
I, oder kurz | bezeichnen wir die Einheitsmatrix, d.i. die (n x n)-Matrix mit Einsen
auf der Diagonale und sonst lauter Nullen.

Mit e € R" bezeichnen wir den i-ten Einheitsvektor, d.h. (e); = 1 fallsi =j und O
sonst.

Ist x € R", so bezeichnet, falls nicht ausdriicklich anders definiert, ||x|| stets die
euklidische Norm oder L,-Norm

Ixll2 = VxTx = | 3.
i=1

Manchma verwenden wir auch andere Normen, wie etwa
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dieL;- oder 1-Norm: [|x||y := "0, ||

die L..- oder Maximumsnorm: ||X||e := MaXi<i<n |X|-

Ist P C R" und ¢ > 0 so bezeichnen wir mit
U(P):={xeR"|dpeP:|x-p| <e}

die offene e-Umgebung der Menge P. Ist P = {p} einelementig, so schreiben wir
statt U.({p}) kurz U.(p). Zusétzlich definieren wir U.({o0}) = {x € R" | ||x|| >

3

1.3 Kodierungvon Zahlen

Wie wir bereits oben erwahnten, war eine der wesentlichen Leistungen von al-
Khwarizmi, dal3 er die Stellennotation im Abendland bekannt machte. Mit romi-
schen Zahlen a3t sich namlich schlecht rechnen. Was steckt nun genau hinter die-
ser Zahldarstellung? Jede Stelle steht fir eine Zehnerpotenz, wir haben BasisZehn.
Mit dem folgenden Satz werden wir beweisen, dal3 man bzgl. jeder beliebigen Ba-
sis eine eindeutige Darstellung jeder reellen Zahl gewinnen kann.

Satz1.31 SeiB € N,B > 2,undsei x € R\ {0}. Dann gibt es genau eine
Darstellung der Gestalt

x=0B") xB (1.1)
i=1

mto € {+1,-1},n € Zundx; € {0,1,...,B—-1},x; ¥ Ound zusatzich
Ve Ndk > j :xx #B-1.

Beweis. Existenz. Wir setzen
o := sign(x),n := [logg(|x|)] + Lund x; := | |x|B™"] mod B

und miissen nachwei sen, dal? dann die Reihe gegen x konvergiert. Dazu zeigen wir
mittels vollstandiger Induktion zunachst

i-1
xi=[(X =B" ) x;B7)B™. (1.2)

=1
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Nach Definition von nist B™ < |x| < B" und somit zunachst einmal

||x|B*™"| mod B
[[x[B*"]

X1

1-1

(x| -B" Y x;B7)B*™]

=1

> 1

und somit (1.2) gezeigt fur i = 1. Sei nunip > 2 und die Behauptung fur ale
i <ip—1 bewiesen. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann

i0—2
0<(jx-B") xiBNB " -xy <1
j=1
Wir schlief3en hieraus
ig—2 o _ _
0 < (’X‘ -B" Z X_j B—j)Blo—n _ Bn_|0+1+(lo_n)xio—l <B
=1

und somit

||x|B°™"| mod B
io—1

[(IX| =B") ~x;B7)B™
j=1

X-ig

womit (1.2) bewiesen ist.

FUr den Konvergenzbeweis miissen wir nach Mathematik fur Wirtschaftsinforma-
tiker | zeigen, dal3eszu jedeme > 0enip € N gibt mit

N
UN > [x=0B") “xB7| <e.
i=1
Sei also e > 0vorgegeben undip = [n+2-10gg €|. Nach dem soeben Bewiesenen
Ist -1 o
0< (X -B"> x;B))B""<B
j=1

und somit
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N N
Xx=0B"> x;BI| = ||x-B") xB
=1 =1
ip—1 0o
< (X -B"> x;B7+B"> (B-1)B’
=1 i=io
B'(B-1)
Bo(1-5)
< Bn+2— [n+2-logg €]

BI.IOgB 6J S £.

< Bn+l—i o4 _\—

Nehmen wir nun an, esgabeeinjo € Nmit vk > jo : X« =B —1. Dannist
jo—2

Xgomny = [(X] _BHZX—kB_k)BJO_l_nJ

jo—2

= (BnZX_,B_' B”Zx_ B¥)Bo 1|

= B Z XiB]

i=j0—1

= X +(B-1)> B

i=jo
= X+ [(B-1) Z B

1 1
= X+ [(B- 1)

1

B
= Xy 1

Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zei-

gen. Angenommen also 4B™ Y% B = 0,B™ Y7 y B~ Offensichtlich mui

wegen X Z 0 dann o1 = 0, sein. Ausx; 70 #y_; und

Y ziB" < ) (B-1)B"

i=2 i=2
_B-11
B2 1-1

B
= B_l
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falsallez; € {0,...,B-1} aber nicht aleidentischB-1sind, schliefen wir n; =
n,. Es bleibt zu zeigen x; = y_; fur alle i. Angenommen dies ware nicht so. Dann
betrachten wir 0 = 3" (i —y)B™. Nach Annahme gibt es einen kleinsten Index
Io Mit X4, Z y-i,. Durch eventuelles Vertauschen der Namen kdnnen wir 0.B.d.A.
(ohne Beschrankung der Allgemeinheit) annehmen, dal? x;, < y-i,. Dann erhalten
wir

o0

D (i —y-)B

i=ig+1

Z(X—i—io -Y.isi,)B”
=

1<yi, — X5,

< i(B— 1B
i=1
< (B- 1)Bi_1 =1

Demnach muf3 in allen Ungleichungen dieser Kette Gleichheit herrschen. Hieraus
folgt aber, da3x =B—-1undy; = Ofur dlei > ig, was wir ausgeschlossen hatten.
O

Im Rechner verwenden wir bekanntermal3en B € {2, 8, 16}.

1.4 Fehlerquellen und Beispiele

Man kann keine Reihen mit unendlich vielen Gliedern bei vorgegebenem endli-
chen Speicher darstellen. Beim praktischen Rechnen ist man deshalb gezwungen
zu runden. Es seien x, X € R und X eine Naherung fur x sei. Dann heil3en

a) X— X der absolute Fehler und
b) firx 0, ** der relative Fehler.
Bel der Darstellung von Zahlen bzgl. einer geraden BasisB € N, B > 2 wollen

wir folgende Rundungsvorschrift fur t-stellige Darstellung mit x € R\ {0} fur
x = oB"Y X xB™ benutzen:

[ 0B Y x,B falsxyq < 2
Rdt(x) - { JB”(B_t + Zitzl X B_i) fa||SX—t—1 > %
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Sel nun eine Maschinengenauigkeitt € N vorgegeben. Dann bezeichnen wir Zah-
len mit einer Darstellung der Gestalt oB" ", x B al's Maschinenzahlen oder
Gleitkommazahlen. Dabei heift n der Exponent, o das Vorzeichenund 3°;_, xB™
die Mantisse der Zahl. Wir sagen auch die Zahl habe eine t-stellige Mantisse.

Satz14.1 S8 ke N,B=2k te Nundx=0¢B"> " xiB™ #0. Dann gilt:
a) Rd(x) hat eine Darstellung der Gestalt oB” >__, X,B™ #0,
b) der absolute Fehler ist beschrankt durch [x — Ray(x)| < &,
c) der relative Fehler ist beschrankt durch [XRa( | < BX

Bl
<5

x—Rd(X)
Rak(x)

d) der relative Fehler bzgl. Rd;(x) ist beschrankt durch

Beweis. Ubung.

Bel der Verknupfung zweier Gleitkommazahlen, wie Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division werden wir nun zunachst das Ergebnis moglichst genau
berechnen und dann auf t Stellen runden. Betrachten wir dies zum Beispiel bel der
Addition.

Beispiel 1.4.2 Wr wollen mit 4-stelliger Arithmetik (d.h. 4-stelliger Mantisse) zur
Basis 10 die Zahlen 12,34 und -0,09876 addieren.

+ . 1 2 3 4 2
- 9 8 7 6 -1
+ 1 23 40000 2
- 0 00987 6 0 2
+ 1 22 41 2 40 2
+ 1 2 2 4 2

Das Runden von Zahlen liefert aso ein zusatzliches Fehlerpotential bei der nu-
merischen Losung eines Problems. Andere Fehlerquellen sind Datenfehler oder
Verfahrensfehler. Letzteres sind etwa Ungenauigkeiten, die dadurch enstehen, dali3
iterative, konvergente Prozesse nach endlich vielen Schritten abgebrochen werden.
Alle diese Fehler konnen durch Fehlerfortpflanzung verstarkt werden, wie in der
»Mathematik fur Chemiker und Wirtschaftsinformatiker* diskutiert.

In den Ubungen wollen wir diskutieren, wie man durch geschickte Auswertung
von Formeln die Auswirkungen von Rundungsfehlern verkleinern kann.
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1.5 Komplexitat

Unter der Komplexitat eines Algorithmus verstehen wir Ublicherweise das Lauf-
zeitverhalten des Verfahrens. Um dies zu definieren missen wir uns zunachst auf
einen Satz von Elementarschritten einigen, deren Ausfilhrung in einem Schritt be-
waltigt werden kann. Wir haben eben gesehen, dal? die Addition zweier Maschi-
nenzahlen konstanten Aufwand verursacht. Der Einfachheit halber woller wir +, - -
sowie Vergleichsoperationen =, <, >, < etc. und Zuweisungen zu den Elementar-
schritten zahlen. Mit diesen Definitionen konnen wir bei gegebenem Input die Lauf-
zeit des Algorithmus A bei Input | definieren

La(l) := |Elementarschritte, die A ausfuhrt, bis er terminiert.|

Da wir bei Algorithmen Ublicherweise an dem Verhalten bzgl. mehrer Inputbei-
spiele interessiert sind, betrachten wir das Laufzeitverhalten in Abhangigkeit von
der Lange (1) der (sinnvoll kodierten) Inputdaten (1) und bezeichen a s worst-case
Kompl exitat

La(n) := max{La(l) | (I} < n}.

Beispiel 1.5.1 Der euklidische Algorithmus zur Bestimmung des grof3ten gemein-
samen Teilers zweier ganzer Zahlen mund n 1af3t sich wie folgt darstellen.

#!/ zpr/ 1 ocal / bi n/ pyt hon # Pfad fuer den Interpreter
i mport sys # Modul fuer sys
i mport string # Modul fuer string

mestring. atoi (sys.argv[1]) # lese erste Zahl ein
n=string. atoi (sys.argv[2]) # lese zweite Zahl ein
r=m%n #r = m(nod) n
while r!=0:

m=n

n=r

r=m%n #r = m(nod) n
print n

Sei m der Inhalt der Variablen min der i-ten Iteration. Betrachten wir die Ande-
rung der Variablen mbeim Durchlauf zaweier Schleifen. Offensichtlichist stetsmy,, <
m. Gilt nunm,; < 3, soist offensichtlich m., + mu; < 2my, < my. Anderer-
seits folgt aber aus m.; > 3 sofort my, = my — m_; also wiederum mu, + My <
m. In zwei Schleifendurchlaufen wird also die Grofde der Zahl m mindestens hal -
biert. Hieraus schlief3en wir, dai3 die Gesamtlaufzeit des Algorithmus beschrankt
ist durch 4(log,(m) + 1). Also terminiert der Algorithmus.
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Wir schreiben d|n fallsd die Zahl n teilt, bzw. d fnimanderen Fall. Es bleibt zu
zeigen, dal3 das Verfahren tatsachlich die grofite Zahl ggT(m, n) berechnet, diem
und n teilt. Dafur zeigen wir, daf3, wenn m > n,n fmaber d|n und djmauch gilt:
d|(mmodn). Denn m = dky, n = dk, und mmodn = m—kgnimpliziert mmodn =
(k1 —kzks)d. Der Algorithmusterminiertimr-ten Schritt, wenn n,|m, und nach dem
Gezeigten gilt dann ggT(n, m)|n; = m_; mod n,—; und somit ggT(n, M)|n;.

Exaktes Buchhalten bel Algorithmen ist schwierig. Es erweist sich als niitzlich
fur das Verhalten der Kompexitatsfunktion die sogenannten Landau-Symbole ein-
zufiihren. Seiendazuf, g : D — R zwei FunktionenmitD C R undXy € RU{oc}.

a) f heifdt von der Ordnung O(g), wir schreiben f = O(g), fur x gegen X, falls
esC> 0,6 >0 gibt mit

[f(¥)| < Clg(X¥)| fir x € Us(Xo).

b) f heildt von der Ordnung o(g), wir schreiben f = o(g), flr x gegen xo, fals
furadleC>0eseiné > 0 gibt mit

[f(¥)| < Clg(X¥)| fir x € Us(Xo).

Den wichtigen Speziafal n — oo, den wir fur die Laufzeitfunktion bendtigen,
wollen wir noch einmal extra notieren.

Proposition 1.5.2 Sa A ein Algorithmus mit LaufzeitfunktionLaundg: N — N.
Dannist L in O(g)* genau dann, wenn

3C> 03Ny € NVN > Np : La(N) < Cg(N).

Beweis. Ln = O(g) fur x gegen oo, wenn esein C > 0, und ein § > O gibt mit
ILA(N)| < Clg(N)| fur N € Us(c0).

»=*“ Wir setzen Np = $ + 1. DannistN € Us(co) < N>1 =Ny-1< N > N,.

, <= Wir setzen § = ﬁ und schlielRen wie eben.

IWarum ist hier nur Xo = oo sinnvoll?
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Beispiel 1.5.3 Wr betrachten die Laufzeitfunktion des euklidischen Algorithmus.
Die Inputgrof3e der Daten ist bei sinnvoller Kodierung log,(m) + log,(n) + 3. Wr
durfen annehmen n > 2. Fir die Laufzeitfunktion Lgyig Qilt also

Leuwia(10g,(m) +10g,(n) + 3) < 4(log,(m) + 1).
Nach Definition ist die Laufzeitfuntion monoton wachsend und wir schlief3en
Leuia(l0g,(m)) < 4log,(m) fur m>n > 2.

Somit ist also Lewia(k) = O(K), wir sagen, der euklidische Algorithmus ist line-
ar. Ublich ist auch die Bezeichnung Leiq = O(n), weil mit n oft die Inputlange
bezeichnet wird, was in diesem Fall eine Ful3falle darstellt.

Wir wollen auch die Komplexitat eines Problems definieren und zwar als als die
L aufzeitfunktion eines besten Algorithmus. Wir konnen also z.B. etwas salopp sa-
gen, dal3 das Problem der Bestimmung des grofdten gemeinsamen Teilers zweier
Zahlen O(n) ist.

Ublicherweise definiert ein Problem im mathematische Sinne eine Funktion, die
einer gegebenen Instanz des Problemsdie (eine) zugehorige L dsung zuordnet. Um-
gekehrt konnen wir jede gegebene Funktion f a's Problem betrachten und nach ei-
nem Algorithmusfragen, der diese Funktion berechnet. Falls ein solcher existiert,
nennen wir die Funktion berechenbar sonst nicht berechenbar. Der folgende Satz
zeigt, dal3esbei der L dsung mancher Probleme prinzipielle Schwierigkeiten geben
kann.

Satz 1.5.4 Esgibt eine nicht berechenbare Funktion 7 : N — {0, 1}.

Beweis. Nach Definition |&3t sich jeder Algorithmusin einem endlichen Text be-
schreiben, inshesondere also auch jeder Algorithmus, der eine Funktion mit Wer-
tenin {0, 1} berechnet. Indem wir diese Algorithmen nach ihrer Lange und dann
lexikographisch ordnen, konnen wir sie abzahlen, also jedem n € N einen Algo-
rithmus A, zuordnen. Wir definieren nun 7(n) = 1 — A,(n). Dann stimmt 7 mit
keiner Funktion Ulberein, die von einem Algorithmus berechnet wird. O



